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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo sobre a lei dos cossenos, que teve por objetivo
investigar as producdes de estudantes diante de um experimento de ensino sobre
esse conteudo, elaborado de modo a fornecer uma entrada experimental no registro
figural aliada a um trabalho de exploracdo de conversdes entre registros, tanto no
ambiente papel e lapis como no computacional GeoGebra. O estudo foi
fundamentado na teoria dos registros de representacbes semioticas de Raymond
Duval e utilizou a metodologia de Design Experiment de Cobb et al. para a
construcdo e conducdo do experimento. As atividades foram aplicadas a quatro
duplas de estudantes com idades entre quatorze e dezessete anos, que cursavam o
primeiro ano do Ensino Médio de uma escola privada do Estado de S&do Paulo. O
estudo foi organizado em duas fases. Inicialmente foi aplicado um questionario com
a finalidade de avaliar os conhecimentos prévios dos estudantes. Dado que eles ja
haviam tido contato com o teorema de Pitdgoras, pretendiamos, nesta etapa,
observar se eles aplicavam tal teorema tanto em exercicios de célculo como em
problemas aplicados e se reconheciam que ele ndo poderia ser aplicado em
triangulos nédo retangulos. Na segunda fase, foram propostas atividades nos
ambientes GeoGebra e papel e lapis, elaboradas de forma a explorar
representacdes dos registros figural, gréfico, da lingua natural e algébrico. Nesta
fase, pretendiamos que os estudantes pudessem, por meio de uma entrada
experimental no GeoGebra, construir a lei dos cossenos, para, em seguida, aplica-la
em situacdes diversas. A andlise das producdes dos sujeitos indicou que houve
sucesso na construcdo da lei dos cossenos por meio de conversdes principalmente
entre os registros figural e algébrico, e avancos na diferenciacéo entre situacdes de
aplicacdo do teorema de Pitagoras e da lei dos cossenos. O recurso computacional
representou um ambiente favoravel a experimentacbes, dado o seu carater
dindmico, e a metodologia adotada permitiu a realizagéo de reformula¢gdes durante o
processo, o que foi vital para atingir o objetivo proposto. Esperamos que esse
trabalho possa contribuir para a area de Educacao Matematica, representando um
material adicional para o ensino da lei dos cossenos.

Palavras chave: Lei dos cossenos; Registros de Representacdes Semibticas;
Design Experiment; GeoGebra.



ABSTRACT

This project presents a study on the Cosines Rule, whose goal was to analyze the
production of some students in a teaching experiment, so as to provide an
experimental approach to the figural register, connected to the exploring of
converting registers, both on paper and with the program GeoGebra. The study was
based on Raymond Duvall's theory of Semiotic Representation Registers and used
Cobb et al.’s Design Experiment methodology to build and run the experiment. The
activities were carried out by four couples of students, aged fourteen to seventeen,
who were freshmen at a private High School in Sdo Paulo state. The study was
divided into two steps. First, the students were given a test in order to assess their
previous knowledge on the topic. Since they were already familias with the
Pythagorean Theorem, we wanted to observe if they applied the Theorem both on
calculation exercises and applied problems and if they realized that it couldn’t be
used on non-rectangular triangles. In the second step, activities were provided both
in the GeoGebra environment and on paper, created so as to explore the figural,
graphic, natural language and algebraic registers. In this phase we wanted students
to create the Cosine Rule through an experimental approach in the GeoGebra
environment, in order to apply it later in different situations. The analysis of the
subjects’ productions showed they were successful in creating the Cosine Rule
through conversions, mainly between the figural and algebraic registers, and that
there was progress in differentiating situations in which to apply the Cosine Rule and
the Pythagorean Theorem. The computer environment represented a favorable one
for experimenting due to its dynamic character, and the method used permitted
reformulations during the process, which was vital to reach the goal. We hope this
project may contribute to the area of Mathematical Education, representing extra
material to teach the Cosine Rule.

Keywords: Cosine Rule; Semiotic Representations Registers; Design Experiment;
GeoGebra.
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1 INTRODUCAO

Este estudo tem por objetivo investigar as producdes de oito estudantes
do primeiro ano do ensino médio diante de um experimento de ensino sobre a
lei dos cossenos, elaborado de forma a explorar as relacdes entre registros de
representagfes semidticas, nos ambientes GeoGebra e papel e lapis.

Inicialmente, a primeira motivacdo na escolha deste tdpico ocorreu
devido a minha prética docente. Ao longo desses anos, lecionei Matemética no
ensino fundamental e Fisica do Ensino Médio. Com relacdo a essa Ultima
disciplina, sempre me preocupei em compreender as dificuldades dos alunos
na concepcao e na aplicacao da lei dos cossenos. Na escola em que trabalho,
esse topico é ministrado em Fisica antes de ser aplicado em Matemética.
Observamos que, nessa fase, os alunos no maximo compreendem as relacfes
trigonométricas no triangulo retangulo (seno, cosseno e tangente) e o Teorema
de Pitagoras.

Verificamos que no processo de ensino e de aprendizagem da lei dos
cossenos, normalmente o foco esta mais na sua aplicagdo para a resolucdo de
problemas propostos pelo material didatico do que na efetiva construcdo e
compreensao da lei.

Buscando na literatura cientifica indicios das dificuldades dos estudantes
neste topico, notamos que o problema talvez possa estar associado ao
processo de ensino e aprendizagem da prépria trigonometria como um todo.
Constatamos que uma das dificuldades esté relacionada aos diversos simbolos
gue esse conteudo possui, bem como a linguagem usada nas aulas. Segundo
Brolezzi (1996), a carga simbdlica da trigonometria e boa parte da linguagem
calcada na base 60 dos povos da Mesopotamia representam fatores de
dificuldade para os estudantes.

Fortes (2012) destacou que as dificuldades encontradas pelos alunos
estdo associadas ao fato de ndo reconhecerem elementos basicos de um
triangulo retangulo qualquer, como, por exemplo, os catetos, a hipotenusa e o0s
angulos.

Para Neto (2010) e Procoépio (2011), os problemas constatados podem

estar integrados ao uso nao frequente de ferramentas tecnolégicas, como por
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exemplo, recursos de geometria dinamica, que permitem ao educando elaborar
novas conjecturas de aprendizagem.

Assim, tendo por base os principios da didatica francesa em Matematica
e os resultados evidenciados nas analises de pesquisas presentes na literatura
cientifica, buscamos, neste trabalho, tratar da lei dos cossenos, tanto no
sentido de constru¢do da férmula quanto na sua utilizacdo como ferramenta
para resolucéo de problemas.

Dada a importancia de um trabalho de integracéo entre representacdes
de diversos registros para a aprendizagem matematica, fundamentamos o
estudo na teoria dos registros de representacfes semidticas de Raymond
Duval (1993, 1995, 2003, 2009, 2011). Para esse pesquisador, como um objeto
matematico é abstrato, o seu acesso se faz somente por meio de
representacfes semiédticas. Com isso, o0 ensino dessa ciéncia deve promover a
explorac@o de representacdes de diferentes registros semidticos, tais como o
algébrico, gréafico, da lingua natural e figural, favorecendo ao estudante uma
construcdo solida do objeto matematico estudado. Desta forma, no presente
estudo, elaboraremos e aplicaremos um experimento de ensino que integrara
esses registros, envolvendo a exploracéo das relacdes entre eles.

Os anos de magistério contribuiram para a observacdo da evolucao
tecnoldgica das ultimas décadas, corroborando para mudancas significativas
no ensino de Matematica, como por exemplo, o uso de softwares nas aulas
dessa disciplina de forma a possibilitar ao educando visualiza¢des simultaneas
das relacdes entre representacdes algébricas e geométricas.

Nesta perspectiva, Gravina (1998) afirma que o dinamismo obtido por
meio da manipulacéo direta das representacdes faz com que um mesmo objeto
matematico tenha representacdo mutavel, o que permite interpretacdes
distintas das comumente obtidas em ambientes do tipo papel e lapis ou giz e
lousa.

Para Neto (2010), um software dinamico traz vantagens em relagcéo ao
ambiente papel e lapis, ao promover a exploracdo simultanea de
representacdes dos registros grafico e algébrico e ao permitir que professores
e alunos voltem suas atencdes mais aos significados inerentes aos conceitos

do que as técnicas de célculo.
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Assim, integramos no experimento de ensino o software GeoGebra, por
permitir um trabalho de conexdo entre representacdes dos registros figural,
grafico e algébrico, além de uma exploracdo dindmica das relacbes entre
representacdes desses registros.

A metodologia utilizada para a elaboracdo do experimento e que balizou
a sua conducao foi a de Design Experiment de Cobb et al. (2003), que prevé
uma abordagem flexivel, iterativa e ciclica, permitindo que se facam
adaptacdes durante o processo, de acordo com as producdes fornecidas pelos
estudantes.

Partindo da problematica apresentada, definimos as seguintes questbes
de pesquisa:

Que percepcbes emergem dos estudantes quando participam de um
experimento de ensino sobre a lei dos cossenos, concebido de forma a
propiciar uma entrada experimental integrada a um trabalho de exploragéo de
representacdes de diferentes registros?

Em quais aspectos a ferramenta de geometria dindmica adotada
influencia os estudantes a compreender a lei dos cossenos?

Temos por hipoteses que a abordagem proposta favorecera a deducéo e
a compreensao da lei dos cossenos, por permitir uma entrada experimental,
aliada a um trabalho de relacdo dindmica entre representacfes dos registros
algébrico, figural e grafico e que o aspecto dindmico do software GeoGebra
favorecera também a elaboracdo de conjecturas e a compreensdo da
passagem de um registro para outro.

O presente trabalho foi estruturado em seis capitulos. Inicialmente,
apresentamos o0 panorama geral do presente estudo. No capitulo 2,
apresentamos o referencial teérico, referente a teoria dos Registros de
Representagbes Semidticas de Raymond Duval (1993, 1995, 2003, 2009,
2011), a qual norteou o desenvolvimento do instrumento de ensino e a analise
das atividades realizadas pelos alunos. Ainda neste capitulo, apresentamos os
trabalhos que compuseram a nossa revisdo de literatura. No capitulo 3,
descrevemos a metodologia de Design Experiment de Cobb et al. (2003) e sua
relacdo com o presente estudo. No capitulo 4, apresentamos a descricdo e a
analise das atividades do experimento elaborado, de acordo com a revisdo de

literatura e com o referencial teérico adotado. No capitulo 5 apresentamos a
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andlise da aplicagdo das atividades do experimento e, no capitulo 6, as
conclusdes do estudo. Por fim, sdo apresentadas as referéncias bibliograficas.
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2 REFERENCIAL TEORICO E REVISAO DE LITERATURA

Neste capitulo descrevemos aspectos relevantes da teoria que norteou a
nossa pesquisa, assim como as principais ideias dos trabalhos referenciados
como suporte ao nosso estudo. Primeiramente apresentamos a teoria dos
Registros de Representacdes Semidticas de Duval (2003, 2009) e, em seguida,
a revisdo de literatura composta das pesquisas de Neto (2010), Procopio
(2011), Aguiar (2011), Quintaneiro (2010), Bastian (2000) e Fortes (2012), as
quais identificaram as principais dificuldades dos estudantes na aprendizagem
de conteddos da trigonometria e apresentaram as contribuicbes do uso de

ferramentas tecnoldgicas e da teoria de Duval (2003, 2009).

2.1. ATEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACOES SEMIOTICAS

Duval (2003, 2009) define registro como um sistema semidtico que
permite trés atividades cognitivas: formacao, tratamento e conversao, as quais
serdo descritas adiante. Segundo o autor, 0s registros, tais como o figural, o
algébrico, o grafico e o da lingua natural, sdo necesséarios para a
caracterizacdo de uma atividade matematica, sendo que o0s modelos
normalmente privilegiados no ensino dessa area, dentre eles o registro
algébrico, ndo sdo suficientes para a compreensdo matematica, necessitando,
portanto, de outros sistemas de representacao.

Para Duval (2009), tais registros constituem o grau de liberdade de que
um sujeito pode dispor para objetivar a si proprio uma ideia ainda confusa, um
sentimento latente, para explorar informacdes ou simplesmente para poder
comunica-las a um interlocutor.

O autor defende que, dada a caracteristica abstrata da Matematica, nédo
€ possivel estudar os fenbmenos relativos ao conhecimento sem se recorrer a
nocao de representagdo. Em outras areas, tais como na Biologia, na Fisica e
na Geografia, além do uso de representacdes semioticas, € possivel acessar
seus objetos diretamente ou por meio de alguns instrumentos.

A representacdo, de acordo com Duval (2003, 2009), pode ser
estruturada por meio da correspondéncia entre dois sistemas de acdes sobre

dois objetos independentes um do outro. Assim, a atividade cognitiva de
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conversdo das representacdes semibticas expressa uma correspondéncia
entre representagcdes de dois registros de representacao.
Abaixo apresentamos o modelo da representacdo centrado sobre a

funcdo da objetivacdo, proposta por Duval (2009):

Figura 4. Modelo da representagdo centrado sobre a funcdo de objetivacao.

(Conceito, objeto cognitivo)

Representado
0
C
Representante de um 4_, Representante de um
registro A outro registro
1‘ 2 Tz
Tratamentos sobre 0 Tratamentos sobre o

Figura 1 — Modelo da representagéo centrado sobre a funcdo de objetivagéo.
Fonte: DUVAL, 2009, p. 89

Enquanto a conversdo € uma transformacdo entre representacdes que
prevé mudanca de sistema, mas conservacdo da referéncia aos mesmos
objetos ha outro tipo de transformacdo entre representacdes denominada
tratamento, que consiste na transformacdo permanecendo no mesmo sistema.

Como exemplos de tratamento, podemos citar a resolucédo de um calculo
permanecendo no mesmo sistema de escrita numérica ou uma equacao
numérica e o ato de completar uma figura usando critérios de simetria. Como
modelo de conversdo, podemos citar a passagem da lei de formacédo de uma
funcdo para sua representacdo grafica e a passagem da representacao
fracionaria de um namero para sua representacao decimal.

Duval (2009) diferencia um registro de um cdédigo pela andlise da
existéncia das transformacdes de tratamento e conversdo. Um cddigo, como
por exemplo, uma placa de transito, ndo apresenta a possibilidade de
tratamento ou de conversao, logo, ele ndo é classificado como um registro de
representagéo semiotica.

Para ilustrar estas transformacdes, visando descrever 0 objeto
matematico desse estudo - lei dos cossenos, de forma a relaciona-lo com a
teoria dos registros de representacdes semiodticas, apresentamos uma forma de
deducdo da lei dos cossenos partindo do Teorema de Pitagoras, a qual
constitui a abordagem tradicional presente nos livros didaticos. Salientamos

gue, em nosso estudo, utilizaremos outro tipo de estratégia de ensino deste
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topico, a qual sera apresentada no capitulo referente a descricdo das
atividades.
Considere a definicdo® do Teorema de Pitagoras e da lei dos cossenos a
seguir como elementos norteadores das atividades propostas nesta pesquisa.
Seja ABC um triangulo retangulo em A. Isso implica que A = 90°, que AB

e AC sdo catetos e que CB ¢é a hipotenusa.

¢ a 3

Figura 2: Apresentagdo de um tridngulo retangulo

Tracando a altura relativa ao vértice A em relacdo a hipotenusa,
dividiremos o triangulo em dois outros semelhantes. Essa transformagédo

representa um tratamento no registro figural, conforme ilustramos a seguir.

AHAC ~ AABC ~ AHBA

Figura 3 — Apresentacgédo de triangulos retangulos semelhantes

Chamemos a altura AH, relativa a hipotenusa, de h, e as projecdes HC e
BH dos catetos sobre a hipotenusa, de m e n, respectivamente.

Quando dividimos um tridngulo retangulo em dois triangulos menores,
tracando a sua altura em relagcdo a hipotenusa, esses dois triangulos séo
semelhantes entre si e também em relacdo ao triangulo maior, constatando os

casos de semelhanca de tridngulos.

'Adaptado de ARAUJO, J. C. M.. Geometria Plana. 2007. (Material didatico ou instrucional -
Instrucional).  Disponivel em: http://marciocesarrocha.files.wordpress.com/2012/06/apostila-de-
geometria-plana.pdf Acesso em: 28/07/2012 as 14h.



http://marciocesarrocha.files.wordpress.com/2012/06/apostila-de-geometria-plana.pdf
http://marciocesarrocha.files.wordpress.com/2012/06/apostila-de-geometria-plana.pdf
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No exemplo citado na figura 3, podemos observar trés casos de
semelhanca, a saber:

e Caso AA (angulo, angulo): dois triangulos que possuem dois angulos

respectivamente congruentes sdo semelhantes;

e Caso LAL (lado, angulo, lado): dois triangulos que possuem dois
lados correspondentes proporcionais e 0os angulos compreendidos
entre esses lados congruentes sdo semelhantes;

e Caso LLL (lado, lado, lado): dois triangulos que possuem os lados
correspondentes proporcionais sédo semelhantes.

Portanto, usando a semelhanca de tridangulos, concluimos que o
quadrado de um cateto € sempre o0 produto entre a hipotenusa e sua projecao.
Para este caso, é feita uma atividade de conversdo de representacdes do
registro figural para representacdes do registro algébrico, além de tratamentos

no registro algébrico, conforme apresentado nas figuras 4, 5 e 6.

n a

Figura 4: Primeira deducéo a partir da conversao de representa¢fes do registro figural para
representacdes do registro algébrico.

Ainda, por semelhanca de triangulos, podemos deduzir que o quadrado
da altura (relativa a hipotenusa) é igual ao produto das projecOes dos catetos
(Figura 4) e que o produto da hipotenusa pela altura é igual ao produto dos
catetos. Nestes casos, novamente, sao realizadas atividades de converséo de
representacdes do registro figural para representacées do registro algébrico.
Em seguida, é realizado um tratamento no registro algébrico, conforme

ilustrado nas figuras 5 e 6.
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» 2 =m.n

= | =F
=3

m

Figura 5 — Segunda deducéo a partir da conversao de representacdes do registro figural para
representacdes do registro algébrico.

b h b c b
a
I_|

m a

Figura 6 — Terceira deducéo a partir da conversdo de representacdes do registro figural para
representacdes do registro algébrico.

Por fim, podemos estabelecer o Teorema de Pitagoras efetuando
tratamentos no registro algébrico. Mostramos que b? = am e que ¢? = an, entao,
tem-se que: b? + ¢ = am + an = a(m + n).

Como (m + n) = a, temos que: b? + ¢® = a, logo a* = b® + ¢?

Ou seja, efetuando uma conversao do registro algébrico para o da lingua
natural, temos que: “o quadrado da hipotenusa ¢é igual a soma dos quadrados
dos catetos”.

Podemos também efetuar uma conversdao de uma representacdo do

registro figural para a lingua natural, conforme ilustrado na figura 7.

— 25=9+16

Figura 7: Teorema de Pitagoras.

Neste caso, temos que "a area do quadrado construido sobre a
hipotenusa é igual a soma das areas dos quadrados construidos sobre os

catetos".
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A determinacdo da diagonal do quadrado e da altura do triangulo
equilatero sédo duas importantes aplicagdes desse teorema.

Partindo da aplicacdo do Teorema de Pitagoras e das relacbes métricas
no triangulo retangulo, podemos deduzir a lei dos cossenos, que representa
uma importante ferramenta matematica para o calculo das medidas dos lados e
dos angulos de triangulos quaisquer. Ressaltamos que este tipo de deducéo,
com enfoque algébrico, é frequente nos livros didaticos. Apresentaremos tal
deducdo a seguir, relacionando-a com o0s pressupostos teéricos de Duval
(2009).

Seja ABC um triangulo qualquer. Tracemos a altura relativa ao lado AC e

chamemos de m, o segmento AH, projecéo do lado AB sobre o lado AC.

Figura 8 — Representagéo figural da deducao das relacdes métricas de um tridngulo retangulo.

Entdo, HC = b — m. Considerando o A HBC retangulo em H, faremos a
conversdo de uma representacdo do registro figural para uma do registro
algébrico e, em seguida, tratamentos no algébrico, obtendo:

a’=h?+ (b —m)?
a’=h?+ b%+ m? - 2bm
a’=b%+ h*+m? - 2bm
Como: h?> + m? = ¢? e ainda, cos a = % , temos que m = c . cos a.

Substituindo na relagdo anterior temos a®> = b® + ¢? — 2bc cos a.
Efetuando uma conversao para o registro da lingua natural, tem-se que: “O
quadrado de um lado é igual a soma dos quadrados dos outros dois lados,
diminuido do duplo produto desses dois lados, pelo cosseno do angulo formado
por eles.”.

Podemos observar que, caso a = 90°, isto implica que cos a =0 e a

relacao fica reduzida ao teorema de Pitagoras.
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a’=b’+c¢*-2bc.0 — a’=b’+c?

Desta forma, tomamos o Teorema de Pitagoras como ponto de partida e
de chegada para o nosso objeto de estudo.

Segundo Duval (2009), as conversdes chamam a atencdo porque
correspondem a procedimentos de justificagdo. Pedagogicamente, por meio
delas, procura-se o melhor registro de representacdo a ser utilizado para que
os alunos possam compreender o conteldo matematico.

As atividades de conversdao, segundo Duval (2003, 2009), séao

classificadas como congruentes ou ndo-congruentes. Para Duval (2009),

Serdo congruentes as que estabelecerem correspondéncia
semantica’ entre suas unidades significantes, univocidade
semantica terminal e mesma ordem possivel de apreenséo
dessas unidades nas duas representacdes. Caso contrario
havera a ndo congruéncia, podendo ser maior € ou menor,
dependendo da representacdo de partida e da representacao
de chegada. (DUVAL, 2009, p. 69)

Para ilustrar a andlise da congruéncia da atividade de converséo segue,

conforme apresentado no quadro 1:

I Il I—-1 | -1

1. A soma dos do!s produtos de dois inteiros, todos ab+cd 90% 90%
0s inteiros sendo diferentes.
2. O produto de um inteiro pela soma de dois outros. a(b+c) 71% 74%
_3. A soma dos produtos de um inteiro com dois outros Ll e 48% 87%
inteiros.
4. A interseccdo dos complementares de dois CA N CB 91% 81%

conjuntos.
Quadro 1 — Tarefa de conversao entre expressdes referenciais e escritura simbdlica.

Fonte: DUVAL, 2009, p. 74.

Neste quadro, apresentam-se as porcentagens de acerto na conversao
de | para Il e na conversdo de sentido oposto, ou seja, de Il para |. Esses
dados foram obtidos de uma pesquisa realizada na década de setenta, no auge
da Reforma da “Matematica Moderna”, por meio de um questionario aplicado

em muitas classes de quatrieme de trés Liceus da Franca.

2 Correspondéncia semantica, de acordo com Duval (2009), indica que para cada unidade significante
simples de uma das representacfes, pode-se associar uma unidade significante elementar da outra

representacgéo.
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De acordo com o quadro 1, os fatores de congruéncia e ndo-congruéncia
sdo compreendidos, destacando os resultados obtidos na tarefa de converséo
entre expressdes referenciais e escritura simbodlica. Da passagem da lingua
natural para a simbodlica, ou da simbdlica para a lingua natural ha dois
contrastes, ilustrados pelas dificuldades na execugdo da conversdo. Os
fendbmenos de congruéncia e ndo-congruéncia evidenciam as dificuldades de
representacdo de uma passagem para outra.

Para Duval (2009), um ensino que privilegia um tipo de registro pode
fazer com que os alunos ndo reconhecam o mesmo objeto através de duas
representagcbes diferentes. A ideia de conversdo sugere a coordenagdo de
registros mobilizados. Salienta-se que os fatores de ndo-congruéncia mudam
conforme os tipos de registro entre os quais a conversao é efetuada.

Duval (2003) define registros monofuncionais como aqueles que
permitem tratamentos algoritmizaveis. Como exemplo deste tipo, podemos citar
o registro algébrico. Ja nos multifuncionais, os tratamentos ndo s&o
algoritmizaveis. Os registros discursivos sdo aqueles que permitem o discurso,
como por exemplo, o registro da lingua natural e os sistemas de escritas. Os
nao-discursivos podem ser exemplificados pelos gréaficos cartesianos e figuras
geométricas. Para melhor compreensédo segue o quadro 2, relacionando esses

tipos de registros, de acordo com Duval (2003):

REPRESENTAGAO DISCURSIVA REPRESENTAGCAO NAO
DISCURSIVA
REGISTROS Lingua natural Figuras geométricas planas ou
MULTIFUNCIONAIS | Associagfes verbais (conceituais). em perspectivas (configuracfes
: Formas de raciocinar: em dimensdo 0, 1, 2 ou 3).
Os tratamentos ndo | e argumentacdo a partir de | ¢ apreensdo operatéria e néo
sdo algoritmizaveis. observagdes, de crengas...; somente perceptiva,;
deducéo valida a partir de definicdo | e construcédo com
ou de teoremas. instrumentos.
REGISTROS Sistemas de escritas: Gréficos cartesianos
MONOFUNCIONAIS | ¢ numéricas (binaria, decimal, | ¢ mudancas de sistemas de
: fracionaria ...); coordenadas;
Os tratamentos sao | e algébricas; e interpolacdo, extrapolacao.
principalmente e simbdlicas (Iinguas formais).
algoritmos. Calculo

Quadro 2 - Classificacdo dos registros quanto a funcionalidade e discursividade.
Fonte: DUVAL, 2003, p. 14

Aléem do fendmeno da congruéncia, Duval (2009) relata outro fator que
afeta a atividade de conversdo, denominado heterogeneidade dos dois
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sentidos de conversdo. Este termo revela que saber converter em um sentido
ndo implica saber converter no sentido contrario.

Na atividade de ensino de Matematica, ainda ha, segundo Duval (2009),
uma insisténcia em privilegiar um tipo de registro, o que faz com que os alunos
ndo reconhecam o0 mesmo objeto através das representacdes em diferentes
sistemas.

Duval (2009) alerta para o fato da diferenca de importancia dada a
conversao na atividade puramente matematica e na atividade de ensino dessa

ciéncia.

Do ponto de vista matematico, a conversdo intervém somente
para escolher o registro no qual os tratamentos a serem
efetuados sdo mais econdmicos, mais potentes, ou para obter
um segundo registro que serve de suporte ou de guia aos
tratamentos que se efetuam em outro registro. Em outros
termos, a conversao nao tem nenhum papel intrinseco nos
processos matematicos de justificagdo ou de prova, pois eles
se fazem baseados num tratamento efetuado em um registro
determinado, necessariamente discursivo. (DUVAL, 2003,
p.16).

Neste aspecto, o autor indica que do ponto de vista matematico ndo
existe a preocupacdo com a aprendizagem. Logo, ndo é dada atencdo ao
aspecto cognitivo da atividade de conversdo. Em nosso trabalho, procuramos
tratar o objeto matematico lei dos cossenos com essa preocupacao, ao propor
ao estudante um ambiente de exploracdo de diversos registros, com foco na
conversao do registro figural para o algébrico.

A seguir, apresentamos as pesquisas presentes na literatura que
trouxeram contribuicbes para o0 nosso estudo. Foram analisadas seis
pesquisas, que apontaram alguns problemas e/ou solugdes relacionadas com
conteudos de trigonometria no Ensino Médio, e que, em sua maioria, utilizaram
a teoria dos Registros de Representacdoes Semioticas de Duval. Salientamos
gue na revisdo de literatura encontramos raras pesquisas discorrendo sobre a

lei dos cossenos, especificamente.
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2.2. REVISAO DE LITERATURA

Ao optarmos por trabalhar com o objeto matematico “lei dos cossenos”,
nos deparamos com a dificuldade de encontrar trabalhos cientificos que
fizessem alusdo a esse contetdo. Por um lado esse aspecto foi positivo, pois
nos desafiou a buscar contribuicbes para resgatar a importancia desse
conteudo tanto na Matematica quanto na Fisica, mas, por outro lado, houve
uma maior complexidade para lidar com a revisdo de literatura. Assim, 0s
estudos apresentados em nossa pesquisa foram selecionados de acordo com
trabalhos da area de trigonometria que analisaram a importancia da utilizacéo
de softwares de geometria dinamica, que utilizaram o0s registros de
representagcfes semidticas no ensino de trigonometria e, mais especificamente,
pesquisas que trataram do teorema de Pitdgoras, conteudo que mais se
aproxima dos nossos obijetivos.

Inicialmente, analisamos a pesquisa de Neto (2010), que, com base na
teoria de Registros de Representacdo Semiotica de Duval (2003), propds uma
sequéncia didatica para o ensino da trigonometria, especificamente para o
ensino das fungbes trigopnométricas seno e cosseno. A proposta consistiu na
elaboracdo de um material com o uso do software GeoGebra, na tentativa de
auxiliar o ensino desse contetdo, dado que o autor afirmou que seus sujeitos
de pesquisa ndo conseguiram assimila-lo na época em que tiveram contato
com 0 mesmo, Visto que nos cursos técnicos seus professores ndo tiveram
tempo para conclui-lo.

Ao evidenciar tais dificuldades, Neto (2010) prop0s a realizagcdo de uma
oficina na prépria instituicdo de ensino que possivelmente pudesse sanar as
dificuldades verificadas pelos alunos na compreensdo das funcdes
trigopnométricas.

Neto (2010) iniciou seus estudos a partir da hipotese de que 0s recursos
oferecidos pelo GeoGebra e a exploracdo de registros de representacdo
semidtica poderiam favorecer a aprendizagem deste conteudo. Para o autor, o
GeoGebra € uma ferramenta tecnologica que auxilia no ensino de Funcdes e
que pode representar um ganho significativo para as interacdes entre
professores e alunos. Além disso, 0 GeoGebra, por ser um ambiente dinamico,

favorece a implementacdo de uma sequéncia didatica para o ensino das
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funcBes reais seno e cosseno. A estaticidade dos graficos incomodava o autor
da pesquisa, levando-o a certificar-se que o uso do software contribuiria para o
ensino.

Neto (2010) revelou que o uso de uma ferramenta computacional deve
estar associado a uma metodologia proposta, pois a ferramenta por si sé nédo
garante a aprendizagem dos alunos. A escolha do software GeoGebra
proporcionou aos alunos aulas diferentes das tradicionais, ao permitir a
manipulacdo de objetos abstratos, dado que os estudantes sé conheciam as
férmulas, apresentando um conhecimento aparente sobre o tema.

Procopio (2011) analisou as situagfes de aprendizagem de Geometria
do Caderno do Aluno, 4° bimestre, da primeira série do Ensino Médio,
publicado pela Secretaria Estadual de Educacdo do Estado de Sao Paulo
(2009), contribuindo de forma significativa ao fornecer sugestdes de atividades
com o uso do GeoGebra. Para esta analise a hipétese foi a de que o uso da
tecnologia computacional, representada pelo software de Geometria Dinamica
GeoGebra, favoreceria a articulagéo das situacdes de aprendizagem presentes
no Caderno do Professor de Matematica do Estado de Sao Paulo (2009).

Desta forma, Procépio (2011) investigou uma maneira de adaptar o
conteudo de Geometria Plana do Ensino Médio, com base no Curriculo do
Estado de Sao Paulo, para uma abordagem dinamica com o software
GeoGebra.

Para o estudo, o autor analisou os Documentos Oficiais, os PCN+
(2002), as OCEM (2006), o curriculo do Estado de S&o Paulo (2010) e os
Cadernos do Professor de Matematica do Estado de Sdo Paulo (2009). O
estudo também foi fundamentado nas pesquisas de Miskulin (1999), Baldini
(2004), Bagé (2008), Rosa (2009) e Silva (2010), por terem utilizado softwares
de geometria dindmica para o enriquecimento dos processos de ensino e
aprendizagem da Geometria.

O trabalho apoiou-se na teoria de Kenski (2003, 2007), que destaca a
importancia da tecnologia para a educacdo. Também, foram consideradas as
ideias de Borba e Penteado (2007), que ressaltam a importancia da informatica
educativa ha matematica.

Ao analisar os documentos anteriormente citados, o autor observou que

eles estavam de acordo com o Curriculo do Estado de Sao Paulo.
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Os Cadernos do Professor e do Aluno escolhidos foram os do 4°
bimestre da primeira série do ensino médio e os conteudos analisados foram:
Situacdo de Aprendizagem 1 — rampas, cordas, parsecs® — razdes para estudar
triangulos retangulos; Situacdo de Aprendizagem 2 — dos triangulos a
circunferéncia — vamos dar uma volta?; Situacdo de Aprendizagem 3 -
poligonos e circunferéncias — regularidades na inscricdo e na circunscricao e
Situacdo de Aprendizagem 4 — a hora e a vez dos triangulos néo retangulos.

Para a apresentacdo dessas quatro situacdes de aprendizagem, foram
realizadas algumas inferéncias consideradas enriqguecedoras para a articulagcéo
das representacfes de figuras geométricas planas com a trigonometria,
cooperando para o ensino dos conteddos presentes nestas atividades. A cada
situacao, foi proposta uma sugestéo de atividade com o uso do GeoGebra, sem
desviar das ideias propostas no Caderno do Professor, apresentando
dinamismo as atividades.

Ressalta-se que o Caderno do Professor e o Caderno do Aluno
estabelecem um dialogo, para que o professor possa realizar as atividades de
acordo com o proposto pelo curriculo.

Para cada Situacdo de Aprendizagem o autor propds uma construcao,
visando favorecer a compreensdo dos conteddos, uma vez que os alunos
teriam a oportunidade de manusear as ferramentas do software,
experimentando novas situagdes de aprendizagem.

As fases metodologicas consistiram na andlise de conteddo e pré-
analise, escolhendo os documentos anteriormente citados. Os resultados foram
obtidos por meio da exploracdo do material escolhido para a andlise,
averiguando se o0 uso de algum software estava presente nas orientacdes do
Caderno do Professor.

Um exemplo de uma das interferéncias realizadas com a sugestado do
uso do software GeoGebra, como instrumento importante de auxilio da

aprendizagem, apresentamos na figura 9.

¥ Unidade de distancia usada em trabalhos cientificos de astronomia para representar distancias estelares.
Equivale a distancia de um objeto cuja paralaxe anual média vale um segundo de arco.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Astronomia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Paralaxe
http://pt.wikipedia.org/wiki/Segundo_de_arco
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SITUACAO DE APRENDIZAGEM 1- RAMPAS, CORDAS, PARSECS — RAZOES
PARA ESTUDAR TRIANGULOS RETANGULOS

Sugestado ao professor:

Tempo previsto: 2 semanas.

Conteudos e temas: significado da tangente, do seno e da secante de um &angulo
agudo, apresentado em contextos significativos; significado do cosseno, da cotangente
e da cossecante; relacBes simples entre as seis razoes trigonométricas.

Competéncias e habilidades: expressar e compreender fendmenos naturais de
diversos tipos; enfrentar situacdes-problema envolvendo as razdes trigonométricas em
diferentes contextos.

Estratégias: articulacdo das nocbes sobre razdes trigonométricas ja estudadas em
séries anteriores; exemplos ilustrativos da utilizagdo de tais razdes em diferentes
contextos; exercicios exemplares sobre as razdes trigonométricas.

SUGESTAO DO AUTOR DA PESQUISA COM O USO DO SOFTWARE GEOGEBRA
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; Fe - 1 N, |Nore Definigéo | Camando
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Inclinacdo de rampa. Adaptado de
http://www.geogebra.org/en/upload/files/Cadu/inclinacao.html (Acesso em: Agosto
de 2011)

Figura 9 — Interferéncias realizadas com a sugestdo do uso do software GeoGebra.

Fonte: PROCOPIO, 2011, p.116.

O autor observou que, embora seja sugerida nos Cadernos a utilizacao
de softwares, dos vinte e oito Cadernos analisados, apenas seis
recomendavam o uso de algum tipo de ferramenta computacional.

Procépio (2011) enfatiza a ideia da utilizagdo das ferramentas do
GeoGebra porque, para ele, essas permitem ao aluno praticidade de
manipulacédo dinamica, experimentacao, verificacdo, construcdo, representacao
e intervencéo na articulagéo das Situacdes de Aprendizagem.

Desta forma o autor buscou trabalhar as situacdes de aprendizagem
utilizando esse software, sem fazer modificacbes, mas apresentando

dinamismo para a resolucdo das atividades. O autor concluiu que é possivel


http://www.geogebra.org/en/upload/files/Cadu/inclinacao.html
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articular as Situacdes de Aprendizagem do Caderno do Aluno com o uso do
software GeoGebra de forma simples e significativa, confirmando sua hipotese
inicial.

Aguiar (2011) apresentou uma proposta para o ensino de trigonometria,
baseada na nova proposta curricular do Estado de Sao Paulo, tendo como
resultado final a elaboragdo de um material de apoio contruido com o auxilio de
duas ferramentas computacionais: o Moodle e 0 GeoGebra.

Essa pesquisa teve por objetivos desenvolver um ambiente virtual de
aprendizagem, com forte utilizacdo do GeoGebra na forma de visualizadores
com objetos manipulaveis, tendo como plataforma de trabalho o sistema
Moodle do Departamento de Matemética da Universidade Federal de S&o
Carlos e sua aplicacdo com alunos de uma escola da rede estadual paulista, na
qual o autor exercia funcdo de professor de educacdo basica e auxiliar o
ensino de Trigonometria a alunos do primeiro ano do ensino médio, que tem
como sistema educacional a proposta curricular paulista.

Consequentemente, notamos que ha um forte alinhamento a meta de
melhoria da qualidade do ensino, fornecendo alguns subsidios para um
trabalho autonomo da escola e do professor. Neste ponto o projeto propds uma
alternativa de material de apoio, combinando as aulas expositivas com
atividades no ambiente virtual, ora privilegiando uma ou outra forma, sendo o
ambiente acessivel ndo somente no espaco fisico e no horario escolar, dado
que foi disponibilizado online. Tal fato favoreceu a autonomia do estudante,
importante aspecto na sua formacéao social.

Para aproximar-se dos seus objetivos, Aguiar (2011) desenvolveu
atividades no ambiente Moodle com estudantes da primeira série do ensino
médio da rede estadual paulista, na cidade de Leme, unidade em que
lecionava.

Para Aguiar (2011),

A possibilidade de utilizar visualizadores construidos no
software GeoGebra juntamente com o0s recursos oferecidos
pelo sistema Moodle, apresenta uma oportunidade de trabalho
diferenciado, procurando alternativas fora do ensino tradicional
que oferece ao aluno, a partir de sua propria acdo, contribuir
efetivamente na construcdo de sua aprendizagem. (AGUIAR,
2011, p.16)
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Aguiar (2011) interessou-se pelo trabalho de Moran (2000), que
objetivou investigar como devem ser desenvolvidos o ensino e a aprendizagem
em uma sociedade interconectada. Partindo dessa problematica, ele iniciou sua
pesquisa levando em consideracdo o abismo entre as necessidades
contempordneas e as formas tradicionais de aprender, com praticas
desmotivadoras, em que a relacdo tempo-aprendizagem perde seu sentido
frente a velocidade com que avancamos tecnologicamente.

Em sua revisdo bibliografica, Aguiar (2011) citou trabalhos de Valente
(1998), o qual considera importante a inser¢cdo do computador na sala de aula,
abordando a polémica do uso de computadores, desde que 0os mesmos nao
atrapalhem a rotina das aulas tradicionais. Papert (1994), apud Aguiar (2011),
alerta que o uso de computadores € interpretado como ‘resposta imunologica’
da instituicdo de ensino ao corpo estranho.

Para realizacdo da pesquisa, 0 autor entrevistou cento e sete dos cento
e sessenta e quatro alunos oficialmente matriculados na primeira série de uma
escola da cidade do Estado de S&o Paulo. Inicialmente foi realizada uma
entrevista com um questionario secundario, visando tracar o perfil dos
candidatos acerca do conhecimento dos conceitos béasicos de informética e do
acesso a internet. Posteriormente foi apresentada a plataforma Moodle, com
instrucdes de como navegar e trilhar a aula no AVA.

Os alunos acessavam as atividades e podiam acessar o férum, uma
espécie de lan-house. Inicialmente trabalhavam trés alunos por computador,
mas devido a alguns problemas com o laboratério de informatica da escola, os
alunos puderam acessar as atividades em outro horario, dado que elas foram
liberadas para acesso por outros lugares, em datas e horarios diferentes.

As atividades foram elaboradas a partir das situagdes de aprendizagem
do Caderno do Aluno do Estado de S&o Paulo, volume 4, de 2009. Para cada
situacdo foi realizada uma representacdo no software GeoGebra e
posteriormente foi desenvolvido um banco de questbes com o auxilio do
Moodle, para o que os alunos resolvessem e marcassem a alternativa correta
referente a cada enunciado.

Essas atividades foram diversificadas, criativas e dindmicas. Conteudos,

como por exemplo, Teorema de Pitdgoras, Lei do seno e a Lei dos cossenos
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foram abordados de forma a explorar todas as informacdes presentes tanto no

Caderno do Aluno, quanto no Caderno do Professor do Estado de Sao Paulo.
O objetivo de uma das tarefas era identificar, numa determinada colecéo

de triangulos, os triangulos retangulos. Os dois grupos apresentaram um

padrédo semelhante nas respostas:

... Seu sucesso foi maior para o tridngulo retadngulo na posicéo

em que é mais comumente desenhado, com um cateto na
vertical, diminuiu quando se girou o triangulo em 45° e
drasticamente quando o angulo reto ficou “no topo”
(LINDQUIST; SHULTE; 1994, p. 277 apud AGUIAR, 2011,
p.142)

O objetivo do modulo 2 era verificar a aplicagdo do conceito de
proporcao e fracdes para determinar o percentual de deslocamento vertical em
relacdo a horizontal e a tangente do angulo determinado entre o cateto de
medida fixa e a hipotenusa.

Verificou-se que, ap0s a realizacdo de um estudo sobre as razdes
trigonométricas, alguns alunos estavam com dificuldade de relaciona-las a
situacdo proposta. Procurando sanar tais problemas durante as aulas na
classe, essa relacédo era sempre destacada.

Segundo o autor, o objetivo principal da pesquisa foi atingido. Além
disso, o trabalho serviu como agente motivador para o professor ao
experimentar uma nova, produtiva e significativa forma de abordagem.

Quintaneiro (2010) elaborou uma proposta de investigacdo das
representacfes e definicbes formais da trigopnometria no ensino médio, tendo
como embasamento tedrico as teorias de Imagem de Conceito de Tall e Vinner,
(1981) e de Registros de Representacdes Semioticas de Duval (1993).

Para tal investigacédo, além de um questionario piloto, o autor analisou
um dos livros didaticos adotados em escolas do ensino médio do Estado do Rio
de Janeiro e investigou as concepg¢des de um grupo de dezesseis professores
acerca do assunto.

A pesquisa de Quitaneiro (2010) foi inicialmente motivada por situacdes

ocorridas em sala de aula, principalmente quando os estudantes questionavam
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se o0 m indicava 3,14 ou 180° Ainda, o autor pdde observar, tanto no
questionario piloto como na andlise do livro, a dificuldade no tratamento das
unidades (graus, radianos, dentre outros), fato que o motivou a realizar um
estudo histérico da nocao de radiano, levantando o motivo de seu surgimento.

Desta forma, o autor buscou investigar como as definicbes e
representacbes dos objetos em trigonometria eram apresentadas no ensino
médio e como a estrutura das definicbes e as representa¢cbes utilizadas
poderiam alterar a compreenséo desses objetos.

Com relacao a dificuldade no tratamento das unidades (graus, radianos,
dentre outros), o autor constatou que existem diferentes conceitos para a
nocdo seno comumente encontradas em livros didaticos do ensino médio.
Dentre elas, destacam-se trés, que sdo: Seno de um angulo agudo é a razao
entre o cateto oposto a este angulo e a hipotenusa, em um triangulo retangulo;
Seno de um angulo é o valor numérico da medida da projecdo do arco que
subentende o angulo, no eixo vertical que passa pelo centro da circunferéncia
unitaria; Seno é a funcéo real de variavel real que associa o comprimento de
um arco ao valor do seno do angulo (medido em radianos) que € subentendido
pelo arco. Assim temos que a funcdo seno é dada por f: R -»R, f (X) = sen (X).

Diante destas constatacdes, o autor prop6s uma nova representacao do
conceito de seno, articulando diferentes contextos matematicos, de modo que
os conflitos potenciais que poderiam emergir ndo configurassem em obstaculos
para a aprendizagem, defendendo a importancia de se ter consciéncia da
unidade que sera trabalhada em trigonometria.

Para sua pesquisa, Quintaneiro (2010) utilizou o referencial teérico de
Imagem de Conceito e Definicdo de Conceito de Tall & Vinner, (1981) para as
representacbes mentais e Duval (1993) para destacar o papel da
representacdo semidtica como instrumento que viabiliza as relagbes entre os
objetos matematicos. Ele acreditava que o uso de um software de geometria
dindmica poderia constituir um ambiente propicio para o desenvolvimento de
alguns conceitos geomeétricos.

Para concretizar sua pesquisa, primeiramente ele realizou um
guestionario "piloto” com um grupo de trés professores voluntarios da rede
publica de ensino, os quais participaram efetivamente do estudo principal. Esse

estudo visou investigar as diferentes conceituacdes para a no¢cdo de seno
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comumente encontradas em livros didaticos do ensino médio. Com esse grupo
de professores, o autor fez um estudo exploratério e realizou algumas
atividades de Trigonometria do ensino médio em um ambiente de Geometria
Dinamica.

Essa etapa teve por objetivo observar as concepcbes que O0sS
professores tinham sobre Trigonometria, pois, segundo o autor, em geral, ndo
ha articulacdo entre suas ideias sobre trigonometria no tridangulo retangulo,
trigonometria no circulo, grafico de fungdes trigopnométricas e a definicdo formal
das nog¢Oes fundamentais da trigonometria.

O autor fez um estudo comparativo, ou seja, verificou quais foram as
representactes dadas pelos professores nos questionarios para o conceito de
seno com o que foi apresentado no livro didatico analisado, concluindo que os
diversos tipos de representacéo utilizados de forma geral na escola, favorecem
varios fatores de conflito potencial relativos ao conceito de seno.

Todos os patrticipantes realizaram atividades que envolviam o esboco de
gréficos, calculo de determinadas funcbes e duas questdes fechadas sobre o
tempo de trabalho e se os entrevistados atuavam no ensino fundamental e
médio, ou em apenas uma dessas modalidades.

O autor advertiu que os professores entrevistados sentiram dificuldades
para responder o questionario. A analise desta fase levou o autor a concluir
que o conceito de seno foi conflitante, pois as representacbes dadas ao
conceito de seno sdo, em geral, adversas; os participantes da pesquisa

confundiam a escrita do numero “m"*

com a unidade “radiano”. Em alguns
momentos ndo sabiam se usavam o T; 3,14... ou 180° e, para 0s conceitos de
arco e angulo, verificou-se que os professores tinham dificuldades para
distingui-los, gerando conflitos com o desenvolvimento de atividades que
envolviam a funcao seno.

Quintaneiro (2010) concluiu que os professores do ensino médio
precisam refletir sobre a pratica pedagdgica, ressaltando as possibilidades de
apresentacao de um conteudo, ou seja, lembrando seus objetivos pedagdgicos
para que 0S conceitos e representacdes do conteudo de Trigonometria,

especificamente voltados para a funcdo seno, ndo sejam conflitantes.

* Aspas utilizadas pelo autor.
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Bastian (2000) apresentou uma pesquisa sobre o processo de ensino-
aprendizagem do Teorema de Pitagoras. O objetivo de seu estudo consistiu em
investigar as influéncias da aplicacdo de sua sequéncia didatica em estudantes
gue ainda nao haviam tido contato com este tema.

A autora examinou alguns elementos que delimitaram sua problematica,
ou seja, equivocos recorrentes cometidos por estudantes. S&o eles: a) a
utilizacdo do teorema para calcular o terceiro lado de um tridangulo néo

retangulo; b) sendo ¢ o comprimento da hipotenusa e a e b catetos, usualmente

os alunos fazem ¢ = Va2 + b2 = a + b, sem perceberem que essa conclusdo
contradiz a condicéo de existéncia de triangulo; ¢) ao calcular um dos catetos,
alguns alunos escrevem que o quadrado desse lado é igual a soma dos
quadrados da hipotenusa e do outro cateto; d) os alunos escrevem essa
relacdo corretamente, mas justificam dizendo que aplicaram o “reciproco”
desse Teorema; e) na verificagdo para decidir se um tridngulo € ou nao
retdngulo, muitos alunos e mesmo alguns docentes, segundo Berté (1995),
apud Bastian (2000), aplicaram o reciproco quando concluiram que, se a
relacdo nao é verificada, o triangulo ndo é retangulo.

Ainda, em uma classe do 3 éme (alunos com aproximadamente catorze
anos, o correspondente a nossa oitava série do ensino fundamental), foi
proposto o seguinte exercicio: “Dados AD, AB e BC, calcular DC”. O autor
observou que alguns alunos relataram incorretamente que, segundo o Teorema

de Pitagoras, DC? = AD? +AB? + BC?, conforme apresentado na figura 10.

Figura 10 — Exercicio proposto.
Fonte: BASTIAN, 2000, p. 3

Berté (1998, p. 119) apud Bastian (2000) questionou: “E um mau
emprego da analogia? Ou o aluno ndo ‘viu’ o triangulo retangulo porque a

projecao de D nao figurava no desenho (...)?”
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Para Bastian (2000), esses erros poderiam ser amenizados se fosse

realizado um trabalho prévio da condi¢cdo de existéncia de triangulo, a qual

propiciaria condicfes para o entendimento do carater necessario e suficiente

da igualdade pitagorica.

Ainda, para a autora, alguns dos erros podem ter sido provocados:

por fatores proprios da interpretacdo de problemas geométricos
concernentes a apreensdo operatoéria, tais como: fendbmeno da
nao congruéncia entre enunciado<figura ou figura <> Teorema
de Pitagoras, obstaculo do desdobramento de objetos,
interferéncia  da rotacdo do tridangulo retangulo no
reconhecimento das unidades elementares (catetos e
hipotenusa), fundo reticulado mascarando o caminho de
resolugdo do problema. (BASTIAN, 2000, p. 11)

Bastian (2000) utilizou, em sua pesquisa, a metodologia de Engenharia

Didética. Artigue (1988) apud Bastian (2000) caracteriza essa metodologia, em

primeiro lugar, por um esquema experimental baseado em “realizacbes

didaticas™ em classe.

Bastian (2000) sugeriu, para sanar 0s problemas constatados na

aplicacdo do teorema de Pitdgoras nos livros didaticos, a sequéncia

apresentada na tabela 1, com o intuito de amenizar os equivocos considerados

a priori.

Tabela 1 — Sequéncia didatica para aplicacdo do Teorema de Pitdgoras

Atividade

Condicao de existéncia de triangulo

Enfase para o carater necessario e suficiente do Teorema de Pitadgoras

Conjetura sobre a forma do Teorema, a partir da terna egipcia

Demonstracao hindu por reconfiguracdo

Demonstracdo algébrica

Enfase para o nimero minimo de dados para a aplicacdo do Teorema

NO|O|ARWIN(F

Relagbes métricas no triangulo retangulo a partir da demonstracdo de
Euclides

(0]

Célculo de medida da hipotenusa dadas as medidas dos catetos

Célculo de medida de cateto dada a medida do outro cateto e da
hipotenusa.

> Aspas utilizadas pelo o autor
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10 Problema historico (papiro do Cairo)

11 Problema da duplicacéo do quadrado

12 Justificagao do “esquadro do pedreiro”

13 Altura de um tridngulo isésceles; diagonal de um retangulo

14 Distancia de dois pontos

15 Construcdo de segmentos x = Va2 +b2ey = Va2 —bZapartirdeaeb
16 Problema do cotidiano: &rea de telhado

17 Problema do cotidiano: altura de um caminh&o x altura de um tunel

18 Problema do cotidiano: portal semicircular fechado com barras de ferro
19 Teorema de Pitagoras para resolver um “problema aberto”

20 Ternas pitagéricas

Fonte: BASTIAN, 2000, p.108.

A autora aplicou essa sequéncia didatica e constatou avancos nhas
producdes dos estudantes, ao comparar o0s resultados obtidos com os
originados por meio da abordagem convencional. Apesar disso, ela admite que
nao se trata de um trabalho encerrado, dado que a referida sequéncia poderia
ser aperfeicoada a medida que fosse sendo aplicada em outras turmas com
caracteristicas diferentes daquelas relativas as amostras de sua pesquisa.
Ainda, a manipulacdo de material concreto poderia, por exemplo, ser
substituida pela utilizacdo do software Cabri-Geometre.

Fortes (2012) examinou 0s processos de ensino e aprendizagem do
conteudo de razbes trigonométricas no triangulo retangulo. Ela analisou os
conhecimentos prévios de uma amostra de estudantes do Ensino Médio em
Trigonometria, averiguando, desta forma, quais erros eram mais frequentes
durante a resolucdo de situacbes-problema que envolveu as razdes
trigopnométricas. Ainda, ele buscou estratégias de ensino para auxiliar na
aprendizagem deste conteudo.

Para essa analise, Fortes (2012) descreveu e classificou os erros de
uma amostra de setenta estudantes e procurou coletar a opinido de
professores sobre o0s erros normalmente cometidos pelos discentes neste
topico. Partindo desse levantamento, elaborou atividades que pudessem
auxiliar os alunos na compreensao de conceitos basicos de Trigonometria e na
resolucdo de problemas que envolviam relagcfes trigonométricas no triangulo
retangulo.

Fortes (2012) aplicou, como instrumentos de coleta de dados, testes

sobre Trigonometria, observacdes na sala de aula durante as aplicacdes das
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atividades e um questionario com questdes abertas para professores. A autora
contou com a participacao de setenta alunos, sendo cinquenta e oito alunos do
segundo ano do Ensino Médio (uma turma com trinta e trés alunos e outra com
vinte e cinco alunos) de uma escola da rede Estadual do municipio de
Quevedos, no Rio Grande do Sul, e doze alunos da Educacdo de Jovens e
Adultos (EJA). Participaram também do estudo onze professores de
Matematica, tanto da referida escola quanto de outras escolas situadas na
mesma regido. Ela destaca que a Escola onde realizou a pesquisa € a Unica de
Educacédo Basica do municipio, localiza-se na regido central e funciona nos trés
turnos, com turmas do Ensino Médio pela manh&, do Ensino Fundamental a
tarde e de Educacéo de Jovens e Adultos a noite, totalizando trezentos alunos
regularmente matriculados, com maioria oriunda de comunidades rurais.

Segundo Fortes (2012), sua pesquisa apresentou aspectos quantitativos
e qualitativos. Para investigar os erros dos alunos, a autora elaborou os
instrumentos de pesquisa partindo de um levantamento de questdes em
colecBes de Matematica do Ensino Fundamental e Ensino Médio para escolha
e adaptacdes dos testes que foram aplicados para os alunos.

Desta forma, Fortes (2012) procurou entender como o aluno pensou ao
resolver as questdes, destacando que nado foi uma tarefa facil, pois procurava
entender a resolucdo a partir do que era esperado como resposta certa. A
analise desses erros auxiliou na elaboracéo das atividades que foram aplicadas
aos alunos apés a realizacéo do teste.

ApoOs as observacdes realizadas, durante a aplicacdo das atividades
com os professores e os alunos, Fortes (2012) encontrou e elaborou algumas
sugestbes de novas atividades que foram realizadas por meio de uma
Webquest, criada pela autora, elemento que configura como o produto de sua
dissertacéao.

Para compreender o contetdo analisado, a autora pesquisou a histérica
da Trigonometria, destacando seu surgimento e sua importancia para o0 ensino
da Matematica. Também verificou o tipo de abordagem de trigonometria de trés
livros didaticos, denominados A, B e C, constatando que o Livro A fornecia
guestdes abertas que favoreciam a reflexdo, enquanto que os livros B e C

apresentavam um numero maior de exercicios técnicos.
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Na andlise das producdes dos estudantes em questfes que envolviam o
uso das relacdes trigopnométricas no triangulo retangulo, Fortes (2012)
classificou 0s erros em seis categorias. Essas categorias sdo exemplificadas a
seguir, apresentando a resolucdo de algumas questbes que ela prop6s aos
voluntarios da sua pesquisa.

A primeira questao apresentou o seguinte enunciado: Um avido decola e
inicia a subida num angulo constante de 10° com a horizontal. Qual a distancia
horizontal percorrida por esse avido quando atinge 528 m de altura?

Nesta questdo, Fortes (2012) apresentou as resolugcbes dos sete
estudantes que acertaram parcialmente, mas cometeram erros de calculo, ao
dividir o valor da altura (528 m) pelo valor da tangente (0,1763).

Erro A: o aluno nao identifica o cateto oposto ao angulo de 10° como
sendo a altura entre o solo e 0 avido e usa uma relacéo trigonométrica que nao
resolve o problema solicitado. Esse tipo de erro foi encontrado nas resolugdes
dos estudantes Al, A7, A8, Al12, Al4, A22 e A32. llustramos essa categoria

com a resolucéo do aluno Al.

o gL '1-"'" .
=5y gk =

Fipima |- Rowodagio oo queitho | pelo alma A

Figura 11 — Resolucéo do aluno Al.
Fonte: Fortes (2012); p. 39

Erro B: o aluno utiliza o valor do angulo como sendo o valor de um dos
catetos do triangulo retangulo. Esse tipo de erro foi encontrado nas resolucdes
dos estudantes Al12, Al13, A20 e A32. llustramos essa categoria com a

resolugéo do aluno A12, na figura 12.
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Figura 2 - Resolugio da questdo 1 pelo aluno Al2

Figura 12 - Resolu¢éo do aluno Al12
Fonte: FORTES, 2012, p. 39

Erro C: 0 aluno esbocga o desenho do triangulo retangulo, mas nao sabe
qual dos catetos representa a distancia procurada. Nesse caso, 0s alunos A21,
A23, A29 e A31 utllizaram a mesma relacdo trigonométrica (seno) e
representaram a hipotenusa por x. A27 indicou a hipotenusa por “1”, conforme

ilustrado a seguir.

¢ 7= A
5253‘5 = 0:1:‘:
T =n, P

378
m of8

T RS

Figura 3 = Resolugho da questdo | pelo alimo AT

Figura 13 - Resolu¢do do aluno A27
Fonte: Fortes (2012); p. 40

Erro D: o aluno indica incorretamente alguma relacdo trigonométrica,
como fez, por exemplo, A7, que escreveu sen10%=cateto adjacente/hipotenusa;
ou entdo, como escreveu Al19, que indica a relagdo correta, mas nédo sabe
representar, no desenho, qual € o cateto oposto e qual é o adjacente.

Erro E: erro de calculo, em especial na divisdo, como ocorreu nas
respostas de A8, A21, A29 e A33.
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Erro F: erro de linguagem matemética, ocorrido nas respostas dos
alunos A9, A18 e A31. Um exemplo € a resolucédo de A18, dada por 528 = 0,18

_ 528
" 0,18

Fortes (2012) revelou que possivelmente os erros mais frequentes estao
relacionados ao fato de os estudantes ndo reconhecerem os elementos de um
triangulo retangulo e desconhecerem conceitos basicos como cateto e angulo.
Ainda, o autor atribuiu os erros as dificuldades no conhecimento e na
identificacdo dos conceitos e na compreensdo de qual relacdo trigonomeétrica
relaciona o cateto oposto e o cateto adjacente do triangulo retangulo.

A segunda parte da coleta de dados foi realizada com os professores por
meio de um questionério que tinha por finalidade analisar os erros recorrentes
nas producdes de seus estudantes. O questionario foi aplicado para docentes
gue lecionavam Matematica em escolas publicas, no municipio de Quevedos,
ambiente escolar em que a pesquisadora realizou seu estudo. Cada professor
recebeu a folha de questdes e em anexo as categorias de erros apresentadas
pelos alunos.

De acordo com os dados coletados por Fortes (2012), os professores
acreditam que os erros dos alunos estdo associados a falta de pré-requisitos,
desconhecimento sobre trigonometria, dificuldades de interpretar o0s
enunciados propostos, dificuldade em identificar os elementos basicos nos
triangulos (catetos, hipotenusa, angulos). Dificuldades em operacdes basicas,
como na divisdo, o desconhecimento dos elementos bésicos de um tridngulo e
dificuldades de interpretacdo dos problemas foram caracterizados como erros
mais comuns.

Nesse mesmo instrumento, os professores foram questionados sobre o
uso de ferramentas tecnoldgicas, bem como se conheciam atividades que
envolvessem tais recursos, aléem das atividades apresentadas nos livros
didaticos. A maioria afirmou que conhecia e, quando questionados sobre
formas diferentes de ensinar conteddos de trigonometria, 0S mesmos
sugeriram diversas atividades praticas, com uso de softwares mateméaticos que
contribuissem para o processo ensino-aprendizagem.

Assim, Fortes (2012), reuniu todas as sugestdes e criou uma webquest,

com o objetivo de trabalhar a Trigonometria plana (basica) no Ensino Médio por
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meio da valorizacdo da propria histéria da Trigonometria, incluindo as
sugestbes dadas pelos professores que participaram da pesquisa. Ainda foi
possivel observar que ha uma discussdo que defende a necessidade de usar
algum recurso da informatica que ao mesmo tempo permita trabalhar conceitos
béasicos da Trigonometria, de modo que os erros avaliados pelos alunos
possam ser amenizados. Para a autora, a criacdo da Webquest foi importante
neste aspecto, por ser uma atividade de ensino que faz uso de recursos
existentes na propria internet. Assim, ela planejou aulas inteiras apenas com
links apontando textos e recursos da internet.

Fortes (2012), concluiu que as possiveis causas dos erros cometidos
pelos alunos estdo relacionadas, sobretudo, a falta de compreensdo do
conteudo de razdes trigonométricas no triangulo retangulo e na definicdo e
identificacdo dos elementos de um triangulo retangulo. E importante que o
professor busque novas metodologias para amenizar as dificuldades e erros
encontrados, promovendo situacdes problema e desafios matematicos que
gerem discussdes durante as aulas.

A seguir, apresenta-se o capitulo referente & metodologia adotada.
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3 METODOLOGIA DE PESQUISA

Para este estudo, utilizamos a metodologia de Design Experiment de
Cobb et al. (2003), a qual orienta a construcéo e a andlise de experimentos de
ensino de conteldos matematicos especificos.

Para Ribeiro (2007), esta metodologia esta associada a explicacdo de
como os alunos entendem uma ideia matematica particular, considerando os
meios, as tarefas e as acdes do professor/pesquisador.

Optamos por esta metodologia pelas suas caracteristicas, visto que ela é
ciclica, flexivel e dindmica, além de ter um carater intervencionista. Essa
metodologia concebe professor, pesquisador e alunos como colaboradores do
processo. Cobb (2003) destaca cinco caracteristicas desta metodologia:

e O desenvolvimento de teorias baseadas nos processos de
aprendizagem e nos materiais que asseguram a aprendizagem;

e O caréter intervencionista, que possibilita investigar novas formas de
aprendizagem, permitindo mudancas educacionais.

e O aceite do redesenho das atividades durante o processo, caso as
produgdes dos estudantes revelem tal necessidade e, por este motivo, a
metodologia tem carater flexivel.

e A inclusdo dos aspectos prospectivo e reflexivo. Os aspectos
prospectivos permitem hipoteses que norteardo a concepg¢do do
desenho do instrumento de ensino que se deseja testar, jA 0 aspecto
reflexivo permite conjecturas a medida que sdo analisadas as atividades
realizadas pelos alunos, promovendo assim novas possibilidades de
testar e elaborar novas atividades. Por ser um processo ciclico e
iterativo, aprova constantes feedbacks e adaptacbGes, reavaliando
constantemente o processo de ensino e aprendizagem.

e O pragmatismo, no que diz respeito a criacdo de experimentos,
possibilitando, desta forma, a concepgcdo de novas teorias de
aprendizagem, embora modestas.

O objetivo dessa metodologia, segundo Cobb et al. (2003) &, criar uma
escala reduzida de uma ecologia de aprendizagem na qual um topico

especifico podera ser estudado em profundidade e detalhe.
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O termo ecologia enfatiza que a aprendizagem é compreendida como
um sistema interativo. Para garantir os objetivos de um experimento de ensino
nado basta apenas um conjunto de atividades, mas a reflexdo do que é
repassado aos alunos e as ferramentas que possam contribuir para a
aprendizagem de um determinado contetdo.

De acordo com Ribeiro (2007), uma das caracteristicas que diferencia
essa metodologia das demais é a insolubilidade entre os papéis de professor e
pesquisador.

Assim, de acordo com a metodologia adotada, inicialmente elaboramos
um primeiro desenho sobre a lei dos cossenos, o qual foi remodelado durante o
processo de aplicacdo, de acordo com as necessidades apontadas pelos
estudantes. Ele foi aplicado no laboratério de informética da escola e foram
coletados os seguintes dados para andlise: producdo escrita dos estudantes,
audio-gravacao de suas falas e as telas dos computadores capturadas com o
auxilio do software Camtasia Studio.

As atividades do design foram elaboradas com base no referencial
tedrico e nos resultados evidenciados na revisdo de literatura, tanto em
pesquisas que defenderam e apontaram as vantagens do uso de recurso
computacional, como em estudos que investigaram as dificuldades presentes
na aprendizagem de trigonometria.

Apbés a identificacdo dessas dificuldades, construimos um experimento
de ensino com a finalidade de contribuir para a aprendizagem da lei dos
cossenos, o qual foi aplicado a oito alunos do primeiro ano do Ensino Médio de
uma escola particular de ensino do estado de Sao Paulo. Até o momento da
aplicacao, estes sujeitos ndo haviam tido contato nas aulas de mateméatica com
0 conteudo proposto, somente com o0 Teorema de Pitagoras e com as relacdes
no triangulo retangulo. O uso da lei dos cossenos se restringia a aplicacdo em
problemas de Fisica.

O experimento foi aplicado em duas fases. Na primeira, os alunos
responderam a um questionario preliminar, que teve por objetivo identificar
seus conhecimentos prévios sobre o Teorema de Pitdgoras, uma vez que este
conceito representa um pré-requisito para o estudo da lei dos cossenos. Em
seguida, na segunda fase, foram aplicadas atividades nos ambientes

GeoGebra e papel e lapis. Durante esse processo, o0 professor-pesquisador
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assumiu o papel de orientador, interferindo apenas nos momentos de bloqueio.
Ainda, ele foi responsavel por identificar a necessidade de reformulagfes
durante o processo.

Teve-se a intencdo de proporcionar ao estudante um contato mais
significativo com a lei dos cossenos, envolvendo-o inicialmente em um
ambiente de abordagem exploratéria no GeoGebra, antes da formulacdo

algébrica da lei dos cossenos.

3.1 PERFIL DOS SUJEITOS DA PESQUISA

O estudo contou com a participacdo da professora-pesquisadora e de
oito alunos do primeiro ano do ensino médio de uma escola da rede privada da
cidade de Guaruja, com faixa etaria entre quatorze e dezessete anos. Nessa
turma havia trinta alunos matriculados e frequentes.

Inicialmente tinhamos a ideia de trabalhar apenas com seis alunos, mas
ao realizar o convite para a turma, o numero de alunos voluntarios foi maior do
gue o esperado e, portanto, optamos por trabalhar com oito alunos, ou seja,
quatro duplas. No total participaram trés meninos e cinco meninas.

Os sujeitos da pesquisa pertencem a classe média, com rendimentos
satisfatorios na sala de aula, sendo um deles bolsista da escola. Estudam com
sistema apostilado da editora Positivo e dificimente estdo ausentes na escola.
Apesar de apresentarem dificuldades nas disciplinas de Matematica e Fisica,
normalmente se empenham para supera-las.

Como relatado anteriormente, quando aplicamos o experimento 0s
alunos conheciam apenas o Teorema de Pitagoras e ja tinha visto, sem
demonstracoes, a lei dos cossenos nas aulas de fisica, quando do uso da regra
do paralelogramo aplicada aos vetores.

Constatamos que os alunos ndo conheciam softwares de Matematica e
gue nunca tinham realizado atividades utilizando ferramentas computacionais.
Diante disso, foi realizada uma atividade de familiarizacdo com o software
GeoGebra para que os mesmos adquirissem as nocdes basicas de como

utilizad-lo durante os encontros.
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A professora-pesquisadora assumiu o papel de orientadora, fazendo
intervencdes necessarias, sempre que constatava alguma dificuldade dos
alunos, ou quando solicitada. As intervencdes serdo descritas no capitulo 5

alusivo as analises da aplicacéo do experimento.

3.2 CARACTERISTICAS DO LOCAL DE ESTUDO

As atividades do experimento de ensino foram realizadas no laboratorio
de informética da escola por aproximadamente oito semanas. Os encontros
aconteciam em dois dias da semana, segunda-feira e quarta-feira, com
duracdo de uma a uma hora e meia cada. O grupo de alunos foi organizado em
duplas, totalizando quatro duplas. Foi disponibilizado para cada dupla um
computador.

Além do ambiente computacional, os alunos realizaram atividades no
ambiente papel e lapis para que explorassem as diversas representacoes
semidticas de ambos os ambientes. Para facilitar a analise dos resultados
coletados, utilizamos o software Camtasia Studio para captura de telas.

A escola escolhida para a pesquisa esta situada na regido central da
cidade do Guaruja, no Estado de Sao Paulo. Essa escola é da rede privada de
ensino e conveniada com o Sistema Positivo de Ensino, com turmas do
Maternal ao Ensino Médio. No turno matutino oferece o Ensino Fundamental Il
e o0 Ensino Médio, j& no vespertino apenas Educacdo Infantili e o Ensino
Fundamental |. E uma escola de pequeno porte, com aproximadamente

quatrocentos alunos.

3.3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

No primeiro momento foi aplicado um teste para a turma do primeiro ano
do Ensino Médio, com o intuito de verificar se eles conheciam o Teorema de
Pitagoras e se realmente ndo haviam tido contato com a lei dos cossenos.

Apbés as constatagfes prévias dos conhecimentos dos alunos sobre os

BN

conteudos abordados, foi realizado o contive a turma para participagdo na
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pesquisa. Como a escola tinha reunido de pais agendada, optamos por
conversar com 0s pais nessa reunido para explicar o projeto de pesquisa, bem
como solicitar a permissao da participacao de seus filhos no experimento, visto
gue todos os envolvidos eram menores de idade.

O passo seguinte foi a familiarizacdo dos alunos com o software
GeoGebra. Nos demais encontros foram aplicadas as atividades com o objetivo
de verificar e explorar as relacbes entre registros de representacdes
semiodticas, nos ambientes GeoGebra e papel e Iapis, no que diz respeito a lei
dos cossenos.

No proximo capitulo, serdo apresentadas as atividades inicialmente

elaboradas.
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4 APRESENTACAO E ANALISE PRELIMINAR DAS ATIVIDADES

Neste capitulo, serdo apresentadas as atividades do primeiro desenho
do experimento, o qual foi composto de duas fases. Na primeira, foi aplicado
um questionario para levantar os conhecimentos prévios dos participantes.
Apesar de eles ndo terem tido contato com a lei dos cossenos na disciplina de
Matematica até o momento da aplicacdo deste experimento, eles ja haviam
estudado o Teorema de Pitagoras. Desta forma, tivemos a pretensdo de
investigar, tanto em situac6es de calculo como em problemas de aplicacao,
seus conhecimentos prévios a respeito deste teorema. Esse questionario é

apresentado a seguir.

4.1 APRESENTACAO E ANALISE PRELIMINAR DO QUESTIONARIO (FASE
1)

Na questdo 1, temos por objetivo investigar se o0 estudante reconhece
que, dados dois lados de um triangulo retangulo, é possivel determinar o outro
lado utilizando o Teorema de Pitdgoras. Esta questdo é apresentada no
registro figural e, para sua resolucdo, espera-se que 0 estudante faca uma
conversao para o registro algébrico.

Segundo Bastian (2000), alguns dos erros praticados pelos alunos
quando da aplicacdo do Teorema de Pitagoras podem ser provocados por
fatores proprios da interpretacdo de problemas geométricos concernentes a
apreensdo operatoria. Um desses problemas consiste no fenbmeno da néo
congruéncia entre enunciado« figura ou figura <« Teorema de Pitagoras. Para
esta autora o fendémeno de ndo congruéncia pode estar associado ao obstaculo
do desdobramento de objetos, ou seja, na interferéncia da rota¢do do triangulo
e no reconhecimento das unidades elementares, como catetos e hipotenusas,
mascarando o caminho de resolucdo do problema. Observaremos se este

problema ocorre na aplicacdo dessa atividade preliminar.
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Questdo 1 — Determine os valores de c e b, respectivamente:

a) b)

Quadro 3 - Apresentacéo da Questédo 1 da Atividade Preliminar
Fonte: GIOVANNI, J.R., 2007, p. 137

As questOes 2 e 3 tém por objetivo investigar se o estudante utiliza o
Teorema de Pitdgoras em um problema apresentado nos registros da lingua
natural escrita e figural. Partindo destes registros, esperamos que o estudante
estabeleca uma conversdo para o0 registro algébrico. Esperamos que o0s
estudantes resgatem conhecimentos adquiridos em Geometria do nono ano e
trabalhem com o Teorema de Pitdgoras, reconhecendo as medidas dos
elementos do triangulo retangulo em duas situacfes aplicadas, obtendo, assim,

os valores desconhecidos.

Questao 2 — Ao lado, o portdo de entrada de uma casa tem 4m de comprimento e 3m
de altura. Que comprimento teria uma trave de madeira que se estendesse do ponto
A até 0 C?

D c
i;‘}.‘.".i ERA A A A~

Disponivel em: http://eugenialima.blogspot.com.br/2012/08/601-calcule-o-valor-do-cateto-no.htmI
Acesso: 19/02/2013 as: 21:38

Questdo 3 — Quantos metros de fio serdo necessérios para ligar o ponto A, que fica
na ponta de um poste de 9 m de altura (figura abaixo), com o ponto B, situado a 3 m
de altura em uma caixa de luz que dista 8 m do poste?

Fonte: GIOVANNI, J. R., 2007, p. 139

Quadro 4 — Apresentacao das questdes 2 e 3 da Atividade Preliminar




59

De acordo com Bastian (2000), possivelmente o aluno encontrara
dificuldade em situar-se na identificacdo do Teorema de Pitagoras como
ferramenta que o auxilie na resolucdo dos problemas propostos nas questdes
dois e trés da atividade preliminar.

Como esse conceito representa um pré-requisito para o experimento
desse estudo, caso o0s alunos apresentem dificuldades, serdo propostas
atividades adicionais sobre o tema.

Nas questbes 4 e 5, temos por objetivo constatar se os estudantes
realmente nao tiveram contato com a lei dos cossenos. Na questdo 4, a
situacdo € apresentada no registro figural e na questdo 5, nos registros da
lingua natural escrita e figural. Nos dois casos, pretende-se que o estudante
estabeleca uma conversao para o registro algébrico. Como provavelmente os
estudantes nao tiveram contato com a lei dos cossenos, esperamos que eles
somente reconhecam que o teorema de Pitdgoras ndo pode ser aplicado em

triangulos nao retangulos.

Questao 4 — Determine o valor de x nas figuras abaixo:

3 X ' X

A, 60° _120°

Questdao 5 — No mapeamento de uma regido, uma topégrafa posicionou-se em um
ponto A e visou um ponto B, a 4 km de A; a seguir visou um ponto C, a 8 km de A, tal
que m (CAB) = 60°. Calcule a distancia entre os pontos B e C.

Quadro 5 — Apresentacdo das questdes 4 e 5 da Atividade Preliminar.
Fonte: PAIVA, M., 2009, p. 101

Ressalta-se que, para Bastian (2000), atividades que envolvam o

triangulo ndo retangulo suscitam grande dificuldade para os alunos. Neste tipo
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de atividade eles ndo percebem a necessidade de construgdo das figuras

auxiliares indispenséaveis a determinacdo das medidas solicitadas.

4.2 APRESENTACAO E ANALISE PRELIMINAR DAS ATIVIDADES DO
EXPERIMENTO DE ENSINO (FASE 1)

Na segunda fase, serdo propostas sete atividades desenvolvidas nos
ambientes GeoGebra e papel e lapis.

Na atividade 1, pretendemos que o estudante abra um arquivo contendo
o registro figural de um triangulo e que realize experimentacdes, observando a
possibilidade de alterar as medidas dos lados e dos angulos. Essa atividade
tem por objetivo apresentar o aspecto dinamico do software GeoGebra.

Neto (2010) destaca a importancia de realizar uma atividade de
familiarizacdo com o software, para que, durante o experimento, o aluno tenha

condicBes de voltar sua atencéo aos conceitos e ndo ao uso do recurso.

ATIVIDADE 1

Tarefa 1 — Abra o arquivo “Tridngulo”. Neste arquivo ha um tridngulo em que é
possivel alterar os lados e 0 angulo. Experimente realizar algumas alteragées.

o Tridngulo 1.agb
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

I (B8 ol [l P2 N T R

- anw

O triangulo ABC pode ser movitado por qualquer um de seus vértices.

A

E C
B a

Figura 14 - Triangulo no ambiente GeoGebra. Elaborada pela autora da pesquisa.
Fonte: Acervo pessoal.

Quadro 6 - Apresentacéo da Atividade 1 do experimento.
Fonte: Elaborada no GeoGebra pela autora.

Na atividade 2, o aluno abrira outro arquivo, denominado "Triangulo 1",
encontrando um tridngulo que possibilita alterar o valor do angulo a formado

por dois lados desse triangulo, conforme figura presente no Quadro 7.
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Pretendemos que o estudante altere os valores do angulo a, observando as
condicbes para que b?= a’+ c? b? < a’+ ¢ e b? > a® + ¢? ou seja, que 0
primeiro caso ocorrera se a = 90° o segundo se a < 90° e o terceiro se a > 90°.
Nesta situacdo, espera-se que ele estabeleca relacdes entre 0s registros
simbodlico e figural, favorecidas pelo uso do recurso computacional.

Na dltima questdo dessa atividade, pretendemos que o0 estudante
observe a necessidade de estudar outro conceito, uma vez que o teorema de
Pitagoras sé pode ser aplicado quando o angulo a do triangulo mede 90°.

Fortes (2012) ressaltou que os erros mais frequentes detectados em sua
pesquisa estiveram relacionados ao fato de os estudantes ndo reconhecerem
os elementos de um triangulo retangulo e desconhecerem conceitos basicos
como o de angulo. Caso isso ocorra no presente estudo, a professora-
pesquisadora retomard o0s conceitos prévios que possam influenciar a
construcdo do novo objeto matemético, por meio de questionamentos ou de

propostas de tarefas adicionais.

ATIVIDADE 2
Tarefa 1 — Abra o arquivo “Tridngulo 1”. Manipulando o software, varie o angulo a de
forma a obter o valor 90°, valores menores que 90° e valores maiores que 90°.

a® =19.02
A b2 = 37.28
2 =11.46

a® =19.02

b? = 25.31

b=6.11

2 _
c- = 15.98 c=339

B a=4.36

B a=4.36

Figura 15 - Tridngulo 1 no ambiente GeoGebra. Elaborado pela autora da pesquisa.

a a’ b? c?
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Tarefa 2. Tente observar alguma relacdo entre a®, b° e ¢ e descreva o que concluiu
com essa experimentagao.

Quadro 7 - Apresentacdo da Atividade 2 do experimento.
Fonte: Acervo pessoal

Caso o0 estudante ndo consiga estabelecer as relagbes esperadas, o
professor-pesquisador fornecera atividades adicionais que contribuam para a
construcdo desse conceito.

A atividade 3 tem por objetivo que o estudante, conclua, observando o
registro figural e efetuando manipulacées no software, que, no caso em que o
angulo é reto, a area do quadrado do maior lado é igual a soma das areas dos
quadrados dos outros lados, mas que isso ndo ocorre quando o triangulo nao é
retdngulo. Esperamos, ainda, que ele observe que, no caso de triangulos
acutangulos, a area do quadrado do maior lado € menor a soma das areas dos
quadrados dos outros lados e, no caso de triangulos obtuséngulos, a area do
quadrado do maior lado é maior que a soma das areas dos quadrados dos
outros lados. Para isso, 0 estudante encontrard uma constru¢cdo na qual é
possivel manipular o vértice C, alterando as medidas dos lados e do éngulo q,
conforme ilustrado na figura presente no quadro a seguir. Desta forma,
esperamos que os alunos, observando os valores da tabela da Tarefa 1, da
Atividade 2, estabelecam as seguintes relacdes: b = a®+ ¢, b> <a?+ c? e b* >
a?+ c?.

Para Procopio (2011), a utilizacdo das ferramentas do GeoGebra
permite ao aluno praticidade de manipulacdo dinamica, experimentacao,
verificacdo, construcdo, representacdo e intervencdo na articulacdo das

Situacbes de Aprendizagem.

ATIVIDADE 3

Tarefa 1 — Abra o arquivo Triangulo 3. Neste arquivo foi construido um quadrado
sobre cada lado do triangulo.
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Utilize o vértice C para alterar os lados do tridngulo.

Area =25 o

Figura 16 - Tridngulo 3 no ambiente GeoGebra.
Fonte: Elaborado pela autora da pesquisa.

Tarefa 2 — Partindo de suas observagées, pede-se:
a) O que representa o valor de a??
b) O que representa o valor de b*?
c) O que representa o valor de c??

Tarefa 3 — Abra o arquivo “Tridngulo 4” e altere as medidas dos lados, conservando
um dos angulos como 90°. O que vocé observa?

Tarefa 4 — Abra o arquivo “Triangulo 5”. Manipulando o angulo, pede-se:

a) Em que situacdes a area do quadrado de lado b é igual & soma das areas dos
quadrados de lados a e c?

b) Em que situacBes a area do quadrado de lado b é menor que a soma das areas
dos quadrados de lados a e c?

c) Em que situagBes a area do quadrado de lado b é maior que a soma das areas
dos quadrados de lados a e ¢c?

Quadro 8 — Apresentacédo da Atividade 3 do experimento.
Fonte: Elaborada no GeoGebra pela autora.

Na atividade 4 , pretendemos que o estudante tenha um primeiro contato
com a lei dos cossenos, partindo de uma entrada experimental no GeoGebra.
Neste caso, ele manipulard o software e percebera, usando o comando de
determinacao de area, as equivaléncias que ocorrem quando um triangulo n&o
é retangulo. Ressalta-se que nesta fase ainda ndo sera realizada a
formalizacdo da lei dos cossenos.

Segundo Duval (2009), um ensino que privilegia um tipo de registro pode

fazer com que os alunos nédo reconhecam o mesmo objeto através de duas
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representacdes diferentes. A ideia de conversdao sugere a coordenacao de
registros mobilizados.

Desta forma, procuramos integrar varios registros, tais como o figural,
algébrico e da lingua natural, para que o aluno possa reconhecer o objeto

matematico "lei dos cossenos" em diferentes representacoes.

ATIVIDADE 4
Tarefa 1 — Abra o arquivo “Colorir”. Neste arquivo foi construido um quadrado sobre
cada lado do triangulo.

| COLORIR_Original ggb

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

[k] Al 2 (@ O N e ozt
= s

Figura 17 - Colorir no ambiente GeoGebra. Elaborado pela autora da pesquisa.

TAREFA 2 — Manipule qualquer vértice do triangulo e verifigue se os retangulos de
mesma cor continuam com a mesma area.

TAREFA 3 — Pinte, com cores diferentes, os contornos dos quadrados ABDE, BCGF e
ACHI.

TAREFA 4 — Complete:
Temos que:
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Escrevendo de outra forma e , temos:

Determinando as areas dos quadrados, temos que:

€ 0 quadrado de lado , entdo a sua area €é igual a
€ o0 quadrado de lado , entdo a sua area é igual a
€ o0 quadrado de lado , entdo a sua area é igual a

Neste caso, temos que:

Entao:
b% =

Agora precisamos achar a area do retangulo. Para isso, faremos primeiramente uma
revisdo de trigonometria.

Quadro 9 - Apresentacgdo da atividade 4.
Fonte: Acervo Pessoal
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Aguiar (2011), em sua pesquisa constatou que alguns alunos estavam
com dificuldades em relacionar as razdes trigopnométricas a situacao proposta.
Desta forma, na atividade 5, pretendemos revisar algumas relacfes
trigonométricas no triangulo retangulo, para que o estudante, em atividade
posterior, tenha condi¢cdes de construir a lei dos cossenos. Nesta fase, espera-
se que ele ja compreenda que, em um triangulo retangulo, o quadrado
construido tendo como lado a hipotenusa c tem éarea igual a soma das areas
dos quadrados construidos tendo como lados os catetos a e b, ou seja:
c? = a® + b% e que, no caso em que o triangulo ndo é retangulo, torna-se
necessario estudar um novo conceito. Desta forma, a lei dos cossenos surge
como uma necessidade para tratar desses casos.

Apbs a recordacdo das relagBes conhecidas entre lados e angulos de
um triangulo retangulo, serdo propostas possibilidades de generalizagdo para
triangulos quaisquer. A revisao a ser realizada € exposta na atividade 5, Parte
1.

ATIVIDADE 5 - PARTE 1
Tarefa 1. Considerando o triangulo abaixo:

b

Sendo a e b os catetos opostos aos angulos a e S, respectivamente, e ¢ a
hipotenusa de um triangulo retangulo, sabemos, por exemplo, que:

c? = a’ + b? (Teorema de Pitagoras); sen B = 5 ou seja, b = c.senf;
Cl ) - )

(RS

sena =-,0u seja, a = C. sena;

cos B = % Ou seja, a = €.cosf3;

COsS a = -, ou seja, b = c.cosa;

Al a

tgp = S, ou seja, b = a.tgp.
tga= %, ou seja, a = b.tga;

Quadro 10 - Apresentacdo da Atividade 5 — Parte 1
Fonte: Acervo pessoal
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Em seguida, sera proposta a segunda parte da Atividade 5, que tem
como objetivo averiguar se o contedado exposto na revisédo foi compreendido
por cada dupla. Essa atividade visa a compreensdo das relacdes
trigopnométricas no tridngulo retangulo, para favorecer posteriormente a
deducéao da lei dos cossenos.

Fortes (2012) destacou que o0s erros mais frequentes estavam
relacionados ao fato de os estudantes ndo reconhecerem os elementos de um
triangulo retangulo e desconhecerem conceitos basicos como cateto e angulo,
as dificuldades no conhecimento e identificacdo dos conceitos e nha
compreensao de qual relagdo trigonométrica relacionam o cateto oposto e o
cateto adjacente do triangulo retangulo. Observaremos se essa dificuldade

também ocorre com 0s Nossos sujeitos nha resolucao dessa atividade.

ATIVIDADE 5 - PARTE 2

Tarefa 1. Considere o tridngulo da figura abaixo:

a) Esse triangulo é retangulo? Justifique.

b) Calcule os cossenos dos angulos a e B.

c¢) Calcule os senos dos angulos a e S.

Quadro 11 - Apresentacédo da Atividade 5 — Parte 2
Fonte: Acervo pessoal
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A atividade 6 tem como objetivo a construcdo da lei dos cossenos, por
meio de uma demonstracéo visual, utilizando areas. Pretende-se que o aluno
apresente os registros figural e algébrico. Cada aluno analisara o seu arquivo
no GeoGebra, o qual sera nomeado por “Colorir_ Nome”. No lugar da palavra
Nome, serdo substituidos os nomes dos integrantes da dupla.

Procopio (2011), chamou a atencéo para a utilizacdo da interface do
software GeoGebra, justificando que ela € apropriada para a construcao dos
conceitos geométricos, estimulando, assim, o desenvolvimento do raciocinio
matematico, possibilitando, também, ao educando, a formulacdo de novas
conjecturas, visualizacdo dinamica, validacdo de hipdteses e verificacdo de
possiveis erros. Desta forma, procuramos explorar a potencialidade dessa
ferramenta de modo a trazer esse tipo de vantagem pedagdgica.

ATIVIDADE 6

Tarefa 1. Abra o arquivo “Colorir_Nome”. Neste arquivo foi construido um quadrado
sobre cada lado do triangulo. Vamos agora procurar uma relacéo entre os trés lados
de um tridngulo qualquer, de lados a, b e c.

Area de JDBN=9.02

Areade KFCO=7.85

Area de EJNA=6.83

Area de PHAL=6.83 Areade CIPL=7.85

H =] l

Figura 18 - Colorir_Nome no ambiente GeoGebra. Elaborado pela autora da pesquisa.
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Tarefa 2. Vamos retomar a conclusao da atividade 4. Neste caso, temos que:

A C

H I

Entao:
b% =

a) Determine a &rea do retdngulo de cor X, com base na revisdo realizada na
atividade 5.

b) Substitua o resultado obtido na conclusdo da atividade 4. A férmula encontrada
permite que se determine a medida do lado de um tridngulo qualquer, sendo
conhecidas as medidas dos outros dois lados. Essa formula é denominada “Lei dos
Cossenos”.

Quadro 12 — Apresentacéo da Atividade 6 — Continua
Fonte: Adaptado de: http://www.dinamatica.com.br/2011/03/uma-deducao-grafica-da-lei-dos-
cossenos.html Acesso em: 06/12/2012 as 11h.

Na atividade 7, pretende-se verificar se o0 estudante aplicard o
conhecimento construido anteriormente na resolucdo de situacdes-problema.
Neste caso, pretende-se que ele estabeleca relacdes entre os registros figural,
da lingua natural e algébrico. Na apresentacdo da atividade 7 a Tarefa 1 é
apenas de constatacdo (retomamos a conclusdo da atividade anterior).

Como na atividade preliminar constatamos que o0s alunos néo
conheciam a lei dos cossenos, optamos por incluir nesta atividade os mesmos
exercicios propostos anteriormente, pois ao resolvé-los, os alunos poderiam ter

o respaldo dos questionamentos realizados no dia da aplicacao.

ATIVIDADE 7

Tarefa 1. Considere o tridngulo abaixo. Na atividade anterior, vocé concluiu que:



http://www.dinamatica.com.br/2011/03/uma-deducao-grafica-da-lei-dos-cossenos.html
http://www.dinamatica.com.br/2011/03/uma-deducao-grafica-da-lei-dos-cossenos.html
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b%=a® + ¢® — 2ac.cosa

Tarefa 4 — Determine as medidas desconhecidas, dadas em centimetros, em cada
triangulo ABC:

B A A
25 '
7 10 24
A. b © e 12
B a c
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Tarefa 5 — Determine o valor de x nas figuras abaixo:

\__120°
\ \\'

Tarefa 6 — No mapeamento de uma regido, uma topégrafa posicionou-se em um ponto
A e visou um ponto B, a 4 km de A; a seguir visou um ponto C, a 8 km de A, tal que m

(CAB) = 60°. Calcule a distancia entre os pontos B e C.

Quadro 13 - Atividade 7 do experimento.
Fonte: PAIVA, M., 2009, p. 101-137

Espera-se que 0 experimento dessa pesquisa possa trazer contribuicdes
para o ensino da lei dos cossenos, representando uma ferramenta adicional
para as aulas de Matemética do ensino fundamental e médio.

No capitulo seguinte, apresentaremos os resultados da aplicacdo desse
experimento.
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5 ANALISE DA APLICACAO DO EXPERIMENTO

Neste capitulo, descreveremos o0s resultados da aplicacdo do
experimento, apresentando, inicialmente, os dados coletados na atividade
exploratéria individual® (Fase 1) e, posteriormente, os dados relativos as
atividades desenvolvidas com o experimento de ensino (Fase II).

5.1 DESCRICAO DA FASE |

A professora-pesquisadora se apresentou a uma turma do primeiro ano
do ensino médio de uma escola da rede privada da cidade do Guaruja, explicou
0 projeto de pesquisa e, posteriormente, solicitou aos alunos que
respondessem ao questionario composto por cinco questdes, sendo as trés
primeiras questdes relativas ao Teorema de Pitdgoras e as demais a lei dos
cOSsenos.

Conforme apresentado no capitulo 4, as trés primeiras questfes tinham
como objetivo verificar a compreensado dos alunos quanto ao Teorema de
Pitagoras e, as demais, a constatacdo de que ndo haviam tido contato com a
lei dos cossenos.

Com o intuito de favorecer a compreensdo desse texto, para a andlise
das producbes dos estudantes que participaram do experimento de ensino,
optamos por classificar as duplas em A, B, C e D.

Como a atividade exploratéria inicial foi desenvolvida individualmente,
classificamos os estudantes da dupla A como Aluno 1 e Aluno 2, os estudantes
da dupla B como Aluno 3 e Aluno 4, os estudantes da dupla C como Aluno 5 e
Aluno 6 e os estudantes da dupla D como Aluno 7 e Aluno 8.

No item “a” da Questdo 1, constatamos que os alunos 4, 5, 7 e 8 nao
apresentaram qualquer resolucdo. O aluno 1 foi o Gnico que apresentou uma

resolugéo “correta”, conforme ilustrado na figura 19.

® Atividade exploratéria individual apresentada no Apéndice B
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a)

Yy =0+ .
J 57 3

F = . B ,\’

et 3 Y

=3 —

Figura 19 - Resolugéo do Aluno 1 - Questdo 1.a da atividade exploratoria.
Fonte: Acervo pessoal.

Os alunos 2, 3 e 6 apresentaram problemas na resolucdo. Constatamos
gue apenas os alunos 2 e 6 aplicaram corretamente o Teorema de Pitagoras,
apesar de o aluno 6 ter esquecido do radical na primeira passagem.
Salientamos que sem o radical, o resultado seria igual a 49. As producdes

desses alunos sdo apresentadas a seguir.

a) a) a)

Figura 20 - Resolugéo dos alunos 2, 3 e 6, respectivamente - Questdo 1.a da atividade
exploratoria.
Fonte: Acervo Pessoal

Constatamos, da mesma forma que apontado por Quintaneiro (2010),
dificuldades em célculos basicos na resolucdo dos exercicios. Ainda, o fato de

quatro alunos deixarem a questdo sem resolucdo aponta que provavelmente
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eles ndo souberam reconhecer que o exercicio demandava a aplicacdo do
Teorema de Pitdgoras.

No item “b” da Questdo 1, verificamos que os alunos 4, 5 e 7 nao
apresentaram qualquer resolucao.

Os alunos 1, 2, 3, 6 e 8 apresentaram problemas na resolucao.
Constatamos que apenas os alunos 1, 2 e 6 aplicaram corretamente o
Teorema de Pitagoras, mas apresentaram equivocos nos calculos, enquanto
os demais ndo souberam aplicar o teorema. As producdes desses alunos sao
apresentadas nas figuras 21 e 22. Ressaltamos que o aluno 6 apresentou o

resultado correto, apesar de néo extrair a raiz no final da resolucéo.

Figura 21 - Resolugéo do Aluno 1 - Questado 1.b da atividade exploratoria.
Fonte: Acervo pessoal

Figura 22 - Resolugéo dos alunos 2 e 6, respectivamente - Questdo 1.b da atividade exploratoéria.
Fonte: Acervo pessoal
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O Aluno 1, apesar de indicar corretamente a diferenca entre 625 e 49,
acabou por efetuar a soma desse numeros. O Aluno 2 ndo aplicou
corretamente as operacéao inversas da adicdo e da potenciacdo. Ja o aluno 6
nao finalizou o exercicio, talvez por nao ter recordado a operacédo inversa da
potenciagao.

O aluno 3 apresentou dificuldades no reconhecimento de elementos
basicos do triangulo retangulo, como por exemplo, a hipotenusa e os catetos
e, consequentemente, aplicou de forma incorreta o Teorema de Pitagoras,
conforme ilustrag&o da figura 23.

Figura 23 - Resolugéo do Aluno 3 - Questdo 1.b da atividade exploratoria.
Fonte: Acervo pessoal

O aluno 8 também apresentou dificuldades no reconhecimento de
elementos basicos do triangulo retangulo. Aplicou de forma incorreta o

Teorema de Pitagoras, conforme ilustracao da figura 24.

Figura 24 - Resolugéo do aluno 8 - Questéo 1.b da atividade exploratoria.
Fonte: Acervo pessoal
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Essa dificuldade apresentada pelos sujeitos de nossa pesquisa também
foi constatada por Bastian (2000), ao descrever que alguns dos erros
praticados pelos alunos quando da aplicacédo do Teorema de Pitdgoras podem
ser provocados por fatores proprios da interpretacdo de problemas geométricos
concernentes a apreensdo operatoria. Um desses problemas consiste no
fenbmeno da ndo congruéncia entre figura e o objeto matematico, no caso o
Teorema de Pitagoras.

Ainda, dificuldades em reconhecer os elementos de um triangulo
retangulo (hipotenusa e catetos) também foram encontradas em Fortes (2012).

Na questdo 2 da atividade exploratéria, apenas os alunos 1 e 6
aplicaram corretamente o Teorema de Pitagoras, obtendo sucesso na
resolucao do problema proposto. Os alunos 3, 4, 5 e 7 deixaram a questdo sem
resolucdo. Os alunos 2 e 8 aplicaram o Teorema de Pitagoras, mas nao
conseguiram encontrar o resultado do problema, conforme exposto na figura
25.

2 <« Ao lado, o portao de entrada de uma casa tem 4m de comprimento e 3m de altura. Que comprimento

teria uma trave de madeira que se estendesse do ponto A até o G?

A

A el Aesiy  IRORV01E A
[iaponivel em: hillp Aeugenialitna BIOGSHOECOm D20 VORI« o
S1aa

2 — Ao lado, o portao de entrada de uma casa tem 4m de comprimento e 3m de altura. Que comprimento

teria uma trave de madeira que se estendesse do ponto A até o C?

Disponivel em: http://eugenialima.blogspot.com.br/2012/08/001-calcule-o-valor-do-cateto-no.html Acesso: 19/02/2013 as
21:38 J

Figura 25 - Resolu¢éo dos alunos 2 e 8 - Questéo 2 da atividade exploratéria.
Fonte: Acervo pessoal
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Podemos notar que o Aluno 2 apresentou um problema de célculo e o
Aluno 8 nédo finalizou o exercicio.

A questdo 3 da atividade exploratéria exigia ndo apenas o conhecimento
do Teorema de Pitdgoras, mas a determinacdo da diferenca das medidas da
altura do poste e da casa. Provavelmente este fato representou um elemento
que dificultou a resolucdo, dado que nenhum aluno conseguiu identificar as
medidas dos catetos do exercicio.

Os alunos 1, 2 e 6 tentaram aplicar o Teorema de Pitagoras, mas nao
identificaram corretamente que os catetos mediam 6 e 8. O aluno 8, ao invés
de determinar a medida do cateto fazendo (9-3), aplicou o teorema com o0s
valores dados no exercicio e retirou 3 unidades desse célculo. Os demais
alunos deixaram a questdo sem resolucdo. Apresentamos, na Figura 26, as

producdes dos alunos 1, 2, 6 e 8.
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Figura 26 - Resolugéo dos alunos 1, 2, 6 e 8 - Questéo 1.b da atividade exploratoria.
Fonte: Acervo pessoal

Da mesma forma que constatado por Bastian (2000), a ndo congruéncia
entre o enunciado dado na lingua natural e a representacdo figural e a néo
congruéncia entre a representacao figural e o uso do teorema provavelmente
representaram fatores que dificultaram a resolucéo desse problema.

As questdes 4 e 5 da atividade exploratdria tinham como objetivo

analisar se os alunos realmente ndo conheciam a lei dos cossenos. Essas
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guestbes ndo foram resolvidas pelos alunos, 0o que comprovou a nossa
hipotese inicial. Apenas o Aluno 1 tentou resolver o item b da questdo 4, mas
utilizou uma das relacdes trigonométricas no triangulo retangulo, conforme

podemos observar na figura 27.

Figura 27 - Resolucdo do Aluno 1 - Questdo 4.b da atividade exploratoria.
Fonte: Acervo pessoal

Analisando a resolucdo do Aluno 1, observamos que ele recorreu ao
método de resolucdo adotado pela escola que frequenta. Esse método consiste
na utilizacdo das relagbes métricas em triangulo qualquer e, no caso dos
tridngulos obtusangulos a regra geral € separar em dois triangulos e aplicar o
Teorema de Pitagoras em cada triangulo. Porém, o aluno ndo observou alguns
fatores e considerou um dos catetos com medida igual a 4, ndo justificando o
valor 3 atribuido ao outro cateto. J4 os alunos 3, 4, 5, 6 e 7, respectivamente,
forneceram producdes escritas justificando o porqué de ndo conseguirem
resolver os exercicios. Por ser uma atividade preliminar e aplicada a toda a
turma, a professora- pesquisadora ndo questionou as resolucfes dos alunos,
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pois tinha como hipétese inicial que os estudantes desconheciam a lei dos

cossenos e, portanto, n&o a utilizariam na resolugao desta atividade.
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Figura 28 - Justificativa dos alunos 3, 4, 5, 6 e 7 - Questdo 4.b da atividade exploratoria.
Fonte: Acervo pessoal

Analisando os manuscritos dos alunos, constatamos que a maioria se
justificou mencionando que ndo se lembrava do conteddo. Eles estavam tao

preocupados com a resolucdo que ndo perceberam que esse conteldo nao
havia sido estudado.

5.2 DESCRICAO DA FASE I

Nesta secdo apresentaremos o desenvolvimento das atividades do
experimento de ensino, realizadas pelos alunos voluntarios.
A Fase Il esta organizada em encontros com duracdo de

aproximadamente noventa minutos cada. Para cada encontro foi desenvolvida
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uma atividade, iniciando pela de familiarizacdo com o software GeoGebra.
Nestes encontros, a professora-pesquisadora assumiu a responsabilidade de
identificar a necessidade de redesign.

O primeiro encontro foi marcado pelas expectativas dos alunos. Nunca
tinham manuseado um software de matematica, estavam empolgados para
realizar as atividades e contribuir com a pesquisa.

Cada dupla ficou diante de um computador (notebook), cuja tela exibia
um arquivo nomeado “Triangulo”, que possibilitava alterar a medida de seus
lados e angulos, constatando, assim, o aspecto dinamico do GeoGebra. Essa
atividade de familiarizacéo representou a Atividade 1 da Fase Il

Pudemos notar a curiosidade e o interesse de cada um a medida que
realizavam alteracdes no triangulo. Queriam aprender a utilizar a ferramenta e
faziam perguntas a respeito da construcdo de figuras neste programa. A
medida que questionavam a professora-pesquisadora respondia. Um exemplo
da curiosidade deles era saber se o software poderia ser usado em qualquer
computador, se era pago, se resolveriam qualquer conta de matematica
utilizando o GeoGebra e como poderiam desenhar as figuras. Neste momento
a pesquisadora comentou sobre a importancia e a diferenca de construir e
desenhar em geometria, experimentando com eles a construcdo de um
triangulo. Os discentes falaram que seria bom usar esse software nas aulas de
Matemética.

No primeiro encontro foi proposta a Atividade 2, com o objetivo de o
aluno verificar que apenas para o angulo a = 90° , o Teorema de Pitagoras
seria valido. A Atividade 2 foi realizada nos ambientes papel e lapis e
GeoGebra e, no ambiente computacional, os alunos atribuiram ao angulo a o
valor de 90° valores menores que 90°, maiores que 90°. Em seguida,
preencheram a tabela, conforme solicitado. Esperavamos que eles
estabelecessem relagfes entre os registros simbolico e figural e observassem
as condicBes para que c® = a’ + b% c® < a’+ b? e ¢ > a’ + b?, ou seja, que 0
primeiro caso ocorreria se a = 90°, 0 segundo se a < 90°e o terceiro se a>90°.

Nesta atividade, apresentamos as producdes de apenas trés duplas,
uma vez que o Aluno 6, que compde a dupla C, ndo compareceu. O aluno 5 fez
a atividade com a dupla D. Essa aluna relatou a necessidade dessa auséncia e

se encarregou de fazer a atividade com o aluno 5 em outro momento.
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Averiguamos que, da forma como a atividade foi proposta, as
conclusdes esperadas ndo foram construidas, ou seja, o0s alunos
estabeleceram relagdes entre a®, b? e c?, mas ndo direcionadas a propriedade

esperada, conforme ilustrado nas figuras 29, 30 e 31.

Figura 29 - Producéo da Dupla A — Atividade 2 — Tarefas 1 e 2.
Fonte: Acervo pessoa

Figura 30 - Producéo da Dupla B — Atividade 2- Tarefas 1 e 2.
Fonte: Acervo pessoal
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Figura 31 - Producéo da Dupla C — Atividade 2 - Tarefas 1 e 2.
Fonte: Acervo pessoal

Constatamos, pela andlise das producdes de todas as duplas na Tarefa
2, que as observacdes estabelecidas se fixaram na manutencdo de um dos
valores e ndo na relacdo esperada. E provavel que tal fato tenha ocorrido em
funcdo da construcdo da tabela, que envolveu a analise de todos 0s casos
simultaneamente. Ainda, as deficiéncias apresentadas na Atividade
Exploratoria Individual, que revelaram dificuldades com o Teorema de
Pitagoras, podem ter contribuido para esse tipo de producdo. Avaliando a
construcéo da atividade, observamos que, na tabela, inserimos a hipotenusa na
coluna central e isso talvez tenha dificultado a visualizacdo da relacdo de
Pitagoras.

Partindo dessas constatac¢des, realizamos um redesign da Atividade 2.
Optamos por separar da tabela os valores do angulo a, deixando explicito na
tarefa 3 o0 angulo de 90°, para que os alunos, com a ajuda do GeoGebra,
constatassem o Teorema de Pitdgoras. Apresentamos as producdes dos

alunos nas figuras 32, 33, 34 e 35.
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Figura 32 - Producéo da Dupla A — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 3.
Fonte: Acervo pessoal

Figura 33 - Producado da Dupla B — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 3.
Fonte: Acervo pessoal

Figura 34 - Producéo da Dupla C — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 3.
Fonte: Acervo pessoal
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Figura 35 - Producao Dupla D — Redesign da Atividade 2 — Tarefa
Fonte: Acervo pessoal

As duplas A e B observaram a relacdo, apesar de ndo apresentarem a
formula de Pitdgoras na notac&o usual, porém, o mesmo nao ocorreu com as
duplas C e D. Com isso, fizemos um redesign da tarefa 3, a qual intitulamos
Tarefa 4, a fim de favorecer a analise da relacdo esperada. Apesar das duplas
A e B ja terem observado a relacdo esperada, elas participaram dessa nova

adaptacdo. Vejamos as anotac¢des das duplas nas figuras a seguir.

Figura 36 — Producéo da Dupla A — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 4
Fonte: Acervo pessoal

Essa dupla ja havia observado a relacdo na tarefa anterior, mas nesse
momento procurou nomear os lados do tridangulo. Apesar disso, apresentou um

equivoco na resposta ao afirmar que “hipotenusa = a soma dos catetos?,
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apesar de ter compreendido a relagdo. A professora-pesquisadora questionou
a dupla a respeito dessa afirmacdo. Com isso, a dupla reescreveu a relagao,

fornecendo a seguinte producéo:

Figura 37 — Producdo da Dupla A — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 4
Fonte: Acervo pessoal

A dupla B ja havia estabelecido a relacdo esperada na tarefa anterior e,
nessa, apresentou o0 mesmo tipo de producgéo, conforme podemos analisar na
figura 38.

Figura 38 — Producéo da Dupla B — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 4
Fonte: Acervo pessoal

A dupla C observou a relagdo esperada, porém, devido ao
arredondamento do software, forneceu a producgéo presente na figura 39.
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Figura 39 — Producéo da dupla C — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 4
Fonte: Acervo pessoal

O aluno 7, da dupla D ndo compareceu ao encontro, portanto, apenas o
aluno 8 realizou a atividade. Esse aluno percebeu a relagdo, porém, sua
conclusdo também foi afetada pelo arredondamento do software, conforme

apresentado na figura 40.

Figura 40 — Producao do aluno 8 da dupla D — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 4
Fonte: Acervo pessoal

Essa limitacdo do software destacou-se na aplicacdo desta atividade.
Analisando as figuras anteriores, correspondentes ao redesign da Tarefa 3 da
Atividade 2, notamos que o arredondamento do software trouxe problemas, ndo
favorecendo aos estudantes a observacdo da relacdo esperada na
representacdo numerica.

Para nao influenciar a construcdo desse conhecimento das duplas,
optamos por exibir os quadrados dos valores de a, b e ¢, ou seja, o0 arquivo

ficou programado para fazer o célculo das areas desses quadrados, evitando
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0s equivocos provenientes do calculo manual no software. Com isso as duplas

observaram a relacéo esperada, ou seja, que para b? = a® + ¢, nos casos que

a = 90°. A nova programacao esta representada na figura 41.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

b .A; /.: :r’:_. ID"? C'}_, @T .f:. X_ asc | o2z N

Utilize o vértice C para alterar os lados do triangulo.

o
F A Area de =25
Areade =9 H=0

c=3

Figura 41 — Tridngulo 3 no ambiente GeoGebra.

Fonte: Acervo pessoal

A partir dai, as duplas prosseguiram com a tarefa de analise dos casos

em que o < 90° e a > 90°. A producéo dos alunos pode ser observada nas

figuras 42, 43, 44 e 45.
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Figura 42 — Producdo da Dupla A — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 5
Fonte: Acervo pessoal

Podemos notar que a Dupla A, que anteriormente evidenciou o teorema
de Pitagoras, ndo partiu dele para fazer essa nova analise.

Figura 43 - Producéo da Dupla B — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 5
Fonte: Acervo pessoal
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Podemos notar que a Dupla B, que anteriormente evidenciou o teorema
de Pitadgoras, observou que a relagdo néo era vélida porque o angulo ndo era
de 90°.

Figura 44 - Producao da Dupla C — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 5.
Fonte: Acervo pessoal

Figura 45 - Producéo da Dupla D — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 5.
Fonte: Acervo pessoal

Notamos que, com excec¢ao da Dupla B, nenhuma dupla observou que a

relagdo anterior ndo era valida. Consideramos, entdo, que ndo houve éxito na
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realizacdo dessa atividade e, com isso, fizemos um redesign, nomeando as

novas tarefas por Tarefa 6a e Tarefa 6b.

Figura 46 - Producao da Dupla A — Redesign da Atividade 2 — Tarefas 6a e 6b
Fonte: Acervo Pessoal

Conforme podemos observar na figura 46, a dupla A jA observou que
ndo poderia utilizar Pitagoras, dado que o angulo ndo era reto. A professora-
pesquisadora questionou a dupla se no software ndo seria possivel variar o
tamanho do lado, com o intuito de que a dupla percebesse que a concluséo da
permanéncia da medida b ocorreu somente porque ela ndo havia mexido na
medida desse lado. A professora pesquisadora esclareceu para a dupla que ela
observou corretamente que a* + c? era diferente de b?, mas alertou os alunos
gue os termos "catetos" e "hipotenusa" s6 sdo utilizados quando o angulo é
reto. No questionamento seguinte, a dupla constatou quando a* + c®> < b® e
quando a*+ c?> b?, conforme apresentado na figura 47.
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Redesign da Atividade 2

Na atividade anterior, vocés perceberam que (a’+c?) é diferente de b?
casos em que o angulo n&o & igual a 90°.

nos

Agora, analisando os dados que vocés apresentaram na ficha, fagam uma
comparacao entre os resultados de (a*+c?) e de b’ para o caso em que a<90° e
para o caso em que a>90°. O que vocés podem dizer sobre cada caso?
(@Ohrarmdis 2997 o vale g (a2+e ™) jov s & wase
ds. b [, quneedd % A0 eu <G, o voleh da
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Figura 47 - Producéo da Dupla A — Questionamento das Tarefas 6a e 6b.
Fonte: Acervo Pessoal

Novamente a professora-pesquisadora confirmou a conclusdo da dupla,
observando apenas que as denominacdes hipotenusa e catetos sao usadas

somente para triangulos retangulos.

Redesign da Atividade 2 — (Tarefa 5)
Tarefa 6a. Preencha a tabela com os casos em que a < 90°

e a’+c? b?
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Figura 48 - Producéo da Dupla B — Redesign da Atividade 2 — Tarefas 6a e 6b.
Fonte: Acervo Pessoal
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A dupla B, de acordo com a producdo constatada na figura 49,
compreendeu que a®+ c? era diferente de b? para os casos em que o = 90°. Na
tarefa seguinte, ao ser questionada sobre a comparacéo entre (a®+ c?) e b? a

dupla manteve a mesma producao.

Redesign da Atividade 2

( )

Casos em que o angulo nao é igual a 90°.

Agora i &
gora, analisando os dados que voces apresentaram na ficha fagam uma

Comparacgao entre os resultados de (az+c2) e de b? para o caso em que a<90° e

(0] a .
para o caso em que a>90°. O,que vocés podem dizer sobre cada caso?

(‘ ‘In [} \“*‘*{) A 1,&_'() \\—‘L? Y \ QAL
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Figura 49 - Producéo da Dupla B — Questionamento das Tarefas 6a e 6b.
Fonte: Acervo Pessoal

Ao analisar a producdo da dupla, observamos que, apesar de confusées
na escrita, ao relacionar a® + ¢ com b?, ela observou que o valor de a®+c? ndo
coincidiu com o de b?, para o caso de angulo nao reto.

Nesse caso, a professora-pesquisadora fez uma intervencdo, com o
redesign da Tarefa 5, elaborando uma nova ficha com um ndmero maior de
linhas nas tabelas. Relatou que a dupla estava correta em suas conclusfes e
solicitou que estabelecesse uma relacdo entre o valor de (a + ¢?) e o valor de
b%, em todos os casos em que a < 90° no item 6a e o mesmo tipo de
comparacao para o caso em que a > 90° no item 6b. Essa situacdo ocorreu em
um encontro individualizado, o qual sera descrito posteriormente.

A producéo atividade de redesign da atividade 2, tarefa 5, da dupla C é

apresentada na figura 50.
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Redesign da Atividade 2 — (Tarefa 5)
Tarefa 6a. Preencha a tabela com os casos em que a < 90°
B T W

(@]

O que voceé observa?

Tarefa 6b. Preencha a tabela com os casos em que a > 90°

a l a’+c? b?

I
I
| A

J:,6540,16 = 3.80

|

O que vocé observa?
f%ywﬁm?w aut o yemo- ol ¢ &
S Noongdhonts a b
Figura 50 - Producéo da Dupla C — Redesign da Atividade 2 — Tarefas 6a e 6b.
Fonte: Acervo Pessoal

A dupla C foi questionada oralmente sobre o significado da afirmacéo
dada na primeira questdo: "observamos que no angulo de 90° os resultados
variam", ao que responderam: “se ndés aumentarmos o angulo de 90°, a e ¢ véao
mudar porque estdo maiores. Os valores de a e ¢ variam de acordo com o
angulo”. E interessante percebermos que 0s alunos conseguem expressar
suas ideias oralmente de forma mais precisa que quando submetidos a escrita
de suas observacoes.

Em seguida a professora pesquisadora comentou com a dupla que a
conclusdo dada na segunda questdo é valida (quando o angulo é de 90° os
resultados sao iguais). A questdo da aproximacao foi discutida, porque a dupla
afirmou que os resultados sdo semelhantes e néo iguais. A professora-
pesquisadora esclareceu para esta dupla que o objetivo naquele momento era
verificar o que aconteceria se o angulo ndo fosse igual a 90°. A dupla
esclareceu que estabeleceu essa relagao “porque o angulo de 90° os numeros
podem variar, conforme eu aumento o angulo. S6 que pra (sic) ficar igual, essa
diferenca ndo é grande, por isso sao semelhantes e ndo iguais”. Com relacéo a
tarefa seguinte, a dupla observou que, se o angulo n&o fosse reto, a relacdo a*

+ ¢ = b? n3do seria valida.
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Figura 51 — Producéo da Dupla C — Questionamento das Tarefas 6a e 6b.
Fonte: Acervo Pessoal

Tendo em vista que a dupla ndo observou a relacdo esperada, a
professora-pesquisadora solicitou que os alunos refizessem algumas fichas,
mas que ficassem atentos ao preenchimento da tabela, pois na primeira tabela
s6 deveriam colocar angulos menores do que 90° e na segunda tabela maiores
gue 90°.

Essa situacdo ocorreu em um encontro individualizado, o qual sera

relatado posteriormente.

Figura 52 — Producéo da Dupla D — Redesign da Atividade 2 — Tarefas 6a e 6b
Fonte: Acervo Pessoal
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Nesta atividade, a dupla D observou que a relacéo de Pitdgoras so seria
vélida se o angulo fosse reto. Salienta-se que essa dupla teve que retomar

algumas tarefas anteriores, referentes a Atividade 2.

Figura 53 — Producao da Dupla D — Questionamento das Tarefas 6a e 6b.
Fonte: Acervo Pessoal

Dado que as duplas apresentavam fases diferentes de construcdo, a
professora-pesquisadora solicitou que elas comparecessem ao proximo
encontro em horérios alternados, para que fosse possivel fazer intervengdes
especificas. O primeiro passo foi discutir com cada dupla as suas resolucoes,
explicar que o arredamento nao era fator primordial para a nossa pesquisa,
mas que foi realizada uma nova programacgdo, visando assim uma melhor
compreensao do que estava sendo exposto. Dessa forma, pretendia-se que
utilizassem o aspecto dinamico do software nas areas dos quadrados, pois 0S
valores dessas areas ja haviam sido calculados e expostos em cada quadrado,
e com a manipulacao, os valores seriam automaticamente readequados.

A dupla A foi apenas questionada, conforme descrito anteriormente,
visto que foi a Unica dupla a conseguir as relacdes esperadas.

A dupla B retomou a Atividade 2, a partir do redesign da Tarefa 5,

conforme ilustrado na nova produ¢cédo nomeadas como figura 54.
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Figura 54 — Producéo da Dupla B — Redesign da Atividade 2 — Tarefas 6a e 6b.
Fonte: Acervo pessoal

A partir desse redesign, constatamos que a dupla B observou e relatou a
relacédo esperada.

As duplas C e D retomaram a Atividade 2 a partir do redesign da tarefa
4. Essa intervengdo foi necessaria para que cada dupla, com as novas
programacdes no software, construissem as relacées esperadas. Suas novas

producdes estdo apresentadas nas figuras 55, 56 e 57.

Figura 55 — Producéo Dupla C — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 3.
Fonte: Acervo pessoal
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Figura 56 - Producédo Dupla C — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 5.
Fonte: Acervo pessoal

Figura 57 - Producéo da Dupla C — Redesign da Atividade 2 — Tarefas 6a e 6b.
Fonte: Acervo pessoal
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A dupla C concluiu a relacdo no caso do angulo reto. Para os casos em
que o angulo ndo era reto, ela relatou que a*+c? era diferente de b? porém,
apesar de construir corretamente a tabela, concluiu incorretamente que b? era
maior que a® + ¢ para o < 90° e que b? era menor que a® + c? para o > 90°.
Diante disso, a professora-pesquisadora solicitou a dupla que analisasse
novamente sua producao e, assim, ela comentou, professora, como era (sic)
muitos calculos, ndo observamos que os valores para alfa menor que noventa
graus a soma de a® + b? era maior que b? o mesmo aconteceu na segunda
tabela, agora que a senhora pediu para refazermos os célculos, percebemos o
NOSSO erro.

A seguir, apresentamos as novas produc¢des da Dupla D. Na realizacéo
do redesign, o Aluno 7 ndo compareceu. Nos encontros anteriores, esse aluno
se mostrou desmotivado e afirmou constatemente que ndo entendia as
relacbes. A professora-pesquisadora procurou verificar se o aluno também
apresentava esse comportamento nas aulas regulares, constatando que o
mesmo ndo frequentava com assiduidade as aulas regulares, sempre se
apresentava desmotivado e sem o material escolar. O estudante relatou a
professora-pesquisadora que gostaria que as formulas fossem fornecidas, pois
assim ele conseguiria resolver qualquer exercicio. A pesquisadora esclareceu
constantemente o0s objetivos de sua pesquisa, dizendo que ndo poderia
fornecer a formula, que esperava que os alunos construissem o conhecimento
a partir das atividades e do dialogo entre as duplas.

A medida que avancavamos na resolucdo dos exercicios, a aluna foi
constatando que a utilizacdo de formulas ndo era o primordial naquele
momento, mas que contruir novos conhecimentos e compartilhar ideias era o
mais interessante.

Na sequéncia, apresentamos as figuras 58, 59, 60 e 61 com as novas
producdes da dupla D (Aluno 8).
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Figura 58 — Produc¢éo da Dupla D — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 3.
Fonte: Acervo pessoal

Figura 59 — Producédo da Dupla D — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 4.
Fonte: Acervo pessoal

Figura 60 — Produc¢éo da Dupla D — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 5.
Fonte: Acervo pessoal
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Figura 61 - Producéo da Dupla D — Redesign da Atividade 2 — Tarefa 6a e Tarefa 6b.
Fonte: Acervo pessoal

Apbs analisarmos as atividades de redesign das duplas, verificamos que
as relacbes foram estabelecidas. O problema causado pela limitacdo do
software, no caso dos arredondamentos, provocados inicialmente ndo se
tornaram mais obstaculos.

Dado que o objetivo foi atingido, seguimos com a Atividade 3. Essa
atividade tratou da mesma relagéo da Atividade 2, porém no registro figural.
Pretendia-se que o aluno concluisse que, no caso em que o0 angulo era reto, a
area do quadrado do maior lado era igual a soma das areas dos quadrados dos

outros lados, mas que isso néo ocorria quando o triangulo néo era retangulo.
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Figura 62 - Producao da Dupla A — Atividade 3
Fonte: Acervo pessoal

Notamos que a Dupla A realizou a atividade sem qualquer dificuldade. A

seguir, apresenta-se a resolucéo da dupla B.
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Figura 63 - Producéo da Dupla B — Atividade 3
Fonte: Acervo pessoal

Constatamos que, na tarefa 2, a dupla confundiu o termo a? que se
refere a area do quadrado de lado a, com o cateto "a" do triangulo. Esse
equivoco ocorreu, também, com os termos b e c. A dupla teve sucesso na
tarefas 3 e 4, com excecao do item c da tarefa 4.

Bastian (2000) também verificou equivoco semelhante em sua pesquisa,

ao constatar que, apesar de a concluséo sobre as areas dos quadrados estar
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correta, os alunos ndo obtiveram éxito quando solicitados a estabelecer uma
relacdo entre os lados do triangulo e as respectivas areas dos quadrados. Para
a pesquisadora, possivelmente esta dificuldade esta associada ao fendmeno
da ndo congruéncia, ou seja, ao obstaculo do deslocamento de objetos ou
mesmo a interferéncia da rotac¢éo do triangulo.

A seguir, apresenta-se a resolucao da dupla C.

Figura 64 - Producéo da Dupla C — Atividade 3
Fonte: Acervo pessoal
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A dupla C ndo conseguiu estabelecer as relacdes esperadas na tarefa 2.
Ao invés de relacionar a® com a respectiva area do quadrado verde, b? com a
area do quadrado amarelo e ¢ com a do quadrado rosa, os alunos da dupla
forneceram o valor da area presente na tela. Quanto as tarefas 3 e 4, notamos
gue as respostas fornecidas denotaram que a atencdo ndo foi voltada a
alteracdo do angulo. Apresentamos na figura 66 a resolucdo da dupla D.

Figura 65 — Producdo da Dupla D — Atividade 3
Fonte: Acervo pessoal

A producdo da Dupla D revelou que ela ndo observou a relacdo
esperada. Diante das producdes das duplas B, C e D, a professora-
pesquisadora optou por fazer uma nova intervencdo, pois a maioria ndo

constatou todas as relacdes esperadas, com excecdo da dupla A. Cada dupla
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refez a Atividade 3, sendo questionada individualmente sobre sua
compreensdo a cada tarefa. Quintaneiro (2010) evidenciou problemas
semelhantes, ao relatar que em diversas atividades que propds, 0s sujeitos
nem sempre compreendiam o objetivo da proposta. Neste caso, é provavel que
essa ocorréncia possa ser justificada pela forma como os conceitos sao
trabalhados em sala de aula. No caso do teorema de Pitagoras, muitas vezes
os alunos ndo sdo questionados em que condicbes podem aplica-lo, ou que
relacdes existem entre ele e as relacées métricas no tridngulo retangulo. Ainda,
muitas vezes a exploragcdo se reduz a um unico tipo de registro, ndo
favorecendo ao estudante o estabelecimento dessas reflexdes.

Apresentamos, nas figuras 66, 67 e 68 as producdes obtidas apos essa

intervencao.

Figura 66 - Producéo da Dupla B — Atividade de Redesign da Atividade 3
Fonte: Acervo pessoal
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Figura 67 — Producéo da Dupla C — Atividade de Redesign da Atividade 3
Fonte: Acervo pessoal
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Figura 68 - Producao da Dupla D — Atividade de Redesign da Atividade 3
Fonte: Acervo pessoal

Para as duplas A, B e C, o objetivo foi alcangado com a nova aplicagédo
da Atividade 3, ou seja, elas observaram que, no caso de triangulos
acutangulos, a area do quadrado do maior lado é menor que a soma das areas
dos quadrados dos outros lados e, no caso de triangulos obtuséangulos, a area

do quadrado do maior lado é maior que a soma das areas dos quadrados dos
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outros lados, constatando as condicdes para que ¢ = a’+ b% c? <a’+ b® e
c?>a’+ b

Ja a dupla D apresentou as conclusdes dos itens b e c incorretamente.
Diante do comportamento apresentado pelo Aluno 7, havia a possibilidade de
ele ndo comparecer mais, o que se confirmou. E o Aluno 8, por motivos
familiares, mudou de cidade, consequentemente de escola, impossibilitando
assim sua participacao nas atividades seguintes. Desta forma, néo foi possivel
realizar o redesign dessa atividade com a Dupla D.

Em geral, da mesma forma que constatado por Procépio (2011),
notamos que as ferramentas do GeoGebra permitiram ao aluno praticidade de
manipulacdo dindmica, experimentacdo, verificacdo, construcdo e
representacdo das relacdes esperadas.

O objetivo da Atividade 4 era que o estudante tivesse um primeiro
contato com a lei dos cossenos partindo de uma entrada experimental no
GeoGebra. Neste caso, por meio de manipulacdes no software, intencionava-
se que ele investigasse, usando o comando de determinacdo de areas
presente na ferramenta, situagcdes com triangulos néo retangulos. Ressalta-se
gue nesta fase nédo se pretendia a formalizagc&o da lei dos cossenos.

Ao abrir o arquivo “Colorir”, as duplas encontraram uma construcao
geométrica no GeoGebra, conforme apresentado no Capitulo 4. Elas
calcularam a é&rea de cada retangulo, originado da divisdo do quadrado
construido sobre cada lado do triangulo e, em seguida, pintaram de mesma cor
os retangulos de areas iguais.

Os alunos manipularam um vértice do triangulo e constataram que 0s
retdngulos de mesma cor continuavam com areas iguais. Em seguida eles
manipularam os outros vértices e constataram que o observado independia do
vértice manipulado.

Com relacdo ao questionamento dessa situacdo, referente a analise das
areas apos a manipulacdo dos vértices, as duplas forneceram as producdes

presentes na figura 69.
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Figura 69 - Producdes das Duplas A, B e C, respectivamente — Atividade 4 — Tarefa 2
Fonte: Acervo pessoal

A constatagdo de que os retangulos de mesma cor continuavam com
areas iguais, independente do vértice manipulado, sé foi possivel pelo
dinamismo que o software GeoGebra proporciona. Neto (2010) destacou que a
possibilidade de trabalhar num ambiente de aprendizagem como o GeoGebra,
é trabalhar com uma perspectiva que incorpora a producéo e a reelaboracéo de
conhecimentos, permitindo aos sujeitos da pesquisa assumir papéis menos
passivos na busca por novos conhecimentos matematicos. A experimentacao e
a visualizacdo sdo possiveis dentro dos ambientes computacionais, sendo,
portanto, fundamentais para a aplicacdo de atividades como a Atividade 4
proposta nesta pesquisa.

Ja4 familiarizados com o software e o instrumento de ensino
disponibilizados, cada dupla personalizou a sua atividade, selecionando as
cores desejadas para pintar os contornos dos quadrados ABDE, BCGF e ACHI,
conforme solicitado na Tarefa 3. As producdes das trés duplas para essa tarefa
sao apresentadas nas figuras 70, 71 e 72.



Area BGKO = 21.08
Area JDBN = 21.06

Area EJNA=14.61

Figura 70 - Producéo da Dupla A — Atividade 4 — Tarefas 1 e 3.
Fonte: Acervo pessoal

E
@ Area EJMA=9.35

Area PHAL = 9.35

Figura 71 - Producéo da Dupla B — Atividade 4 — Tarefas 1 e 3.
Fonte: Acervo pessoal
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Areade BOKO=91

Area de JDBN = 9.1

Arzade PHAL=6.92 Areade CIPL=T7.77

H P

Figura 72 — Producao da Dupla C — Atividade 4 — Tarefas 1 e 3.
Fonte: Acervo pessoal

Com a atividade ja personalizada no software, cada dupla foi motivada a
prosseguir com a situacdo no ambiente papel e lapis. Neste ambiente foram
propostas as duplas duas tarefas. A primeira, Tarefa 3, solicitava de cada dupla
que pintasse com cores diferentes os contornos dos quadrados ABDE, BCGF e
ACHI. Em seguida cada dupla completaria a Tarefa 4 de acordo com as
orientacdes fornecidas pela professora-pesquisadora.

Cada dupla interpretou de forma diferente as atividades propostas e tal
fato nos fez refletir sobre a construgdo dessa etapa do design. Nas figuras 73,
74, e 75, podemos observar que o objetivo da Atividade 4 ndo foi alcangado.

Figura 73 - Producéo da Dupla A — Atividade 4 — Tarefa 4 — Parte 1 e 2
Fonte: Acervo pessoal
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A dupla B apresentou dificuldades na resolucdo da Tarefa 4 da Atividade
4, uma vez que nao preencheu todas as situacdes solicitadas, conforme

podemos constatar na figura 74.

Figura 74 — Producgéo da Dupla B — Atividade 4 — Tarefa 4 — Partes 1 e 2
Fonte: Acervo pessoal
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Na figura 75, apresentamos a produc¢éo da dupla C.

Figura 75 - Producéo da Dupla C — Atividade 4 — Tarefa 4 — Partes 1 e 2
Fonte: Acervo pessoal

Assim como Bastian (2000), contatamos que as duplas ndo encontraram
congruéncia entre o enunciado dado na lingua natural e a representacao figural
solicitada.

Com relacdo ao questionamento da area dos quadrados, esperavamos
gue as duplas observassem os dados na forma genérica. Por exemplo,
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esperavamos que elas registrassem que a area do quadrado de lado “a” seria
igual a%, mas notamos que elas tomaram o valor numérico da &rea presente no
software. Na figura 76, apresentamos uma das resolu¢cdes que mostram como

as duplas interpretaram essa tarefa.

Fonte: Acervo pessoal

Esperavamos que os alunos se desvinculassem do software para resolver essa
parte da atividade. Gravina (1999) apud Aguiar (2011) enfatiza que as
ferramentas computacionais por si s6 ndo garantem a aprendizagem, ou
mesmo mudancgas significativas, portanto, torna-se importante refletir sobre a
forma como a tecnologia € introduzida nos processos de ensino e
aprendizagem.

As demais duplas utilizaram o mesmo tipo de raciocinio, diferenciando
apenas o valor da area, dado que cada dupla manipulou o vértice de forma
diferente. Para os quadrados de lado “a” e lado “c”, as duplas utilizaram o
mesmo critério.

Por acharem a atividade cansativa, pelo fato de terem que repetir as
mesmas pinturas em mais de uma figura, as duplas néo pintaram os quadrados
com as cores que estabeleceram. Elas apenas localizaram a variavel
correspondente a cada um dos quadrados e observaram na tela a area ja
calculada.

O objetivo dessa atividade era que cada dupla concluisse que
b? = a® + ¢® — 2 vezes “a area do retangulo da tela do computador”, observando
gue o teorema de Pitagoras ndo era viavel nessa situacdo. Em seguida,
esperavamos que, apds uma revisao das relacbes trigonométricas no triangulo
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retdngulo, os estudantes calculassem a area do retangulo da tela do
computador.

Dado que desde o inicio da atividade houve problemas de interpretacéo,
essa conclusdo nao foi obtida pelas duplas, conforme apresentado a seguir.

Figura 77 — Producdo da Dupla A — Atividade 4 — Tarefa 4 — Parte 1
Fonte: Acervo pessoal

Figura 78 - Producéo da Dupla B — Atividade 4 — Tarefa 4 — Parte 2
Fonte: Acervo pessoal
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Figura 79 — Producéo da Dupla C — Atividade 4 — Tarefa 4 — Parte 3
Fonte: Acervo pessoal

Na realizacdo da Atividade 4, as duplas tiveram dificuldades em
interpretar a proposta e em relacionar o algébrico com o figural. Verificamos
gue os alunos conseguiram construir, no registro figural, a primeira parte da lei
de acordo com o objetivo da atividade que Ihes foi proposta. Apesar disso, ndo
conseguiram determinar a lei algébrica no ambiente papel e lapis, ou seja,
notamos que, quando questionados, eles conseguiam explicar a situacao
presente na tela do computador, mas ndo conseguiam transcrever a relacdo b?
= a’ + ¢ — 2 vezes “a area do retangulo” no ambiente papel e lapis.

Duval (2003, 2009, 2011) ressalta a importancia de propor aos
estudantes situacdes que envolvam relagcbes entre registros mono e
multifuncionais. Por esse motivo, procuramos explorar conversbes entre 0s
registros algébrico e figural. Provavelmente o fato de os alunos desconhecerem
a correspondéncia entre esses registros tenha inibido a construgdo da primeira
parte da lei no registro algébrico, visto que eles estdo acostumados, na maioria
das vezes, apenas com situacfes de tratamentos com representacbes do
registro algébrico.

Portanto, dada a dificuldade apresentada pelas duplas, a professora-
pesquisadora procurou compreender cada producdo e acabou por avaliar a
elaboracdo dessa fase do experimento. Notou como falha que nenhum dos
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guadrados expostos estava com seus vértices nomeados e que a atividade
ficou extensa e cansativa. O texto das tarefas provavelmente n&o estava claro,
considerando as producdes fornecidas pelos estudantes.

Tal fato indicou a necessidade de um redesign desta atividade. Para
obter criticas sobre o texto original da atividade 4, a professora-pesquisadora
optou por solicitar a opinido de alunos de outras séries acerca da atividade
proposta. Participaram dessa pesquisa paralela alunos da segunda série do
Ensino Médio da mesma escola, que ndo haviam tido acesso a essa pesquisa.

Esses alunos foram un&nimes em mencionar a dificuldade de
interpretacdo da atividade, sugeriram mudancas textuais e comentaram que as
indicacdes dos vértices dos quadrados ajudariam na visualizacgéo.

Partindo dessas contribuicbes, a atividade foi reformulada. Foram
apresentadas as duplas novas imagens com o0s vértices de cada quadrado
nomeados e foram inseridas setas norteadoras para favorecer o
estabelecimento das relagfes solicitadas.

Aplicando essa atividade reformulada para as duplas, observamos que
todas construiram a relacao esperada para essa fase. A seguir, nas figuras 80
e 81, apresentamos as produc¢des da dupla A.

Figura 80 - Producéo da Dupla A — Atividade 4 — Tarefa 4 — Parte 1 do redesign
Fonte: Acervo pessoal
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Figura 81 — Produgéo da Dupla A — Atividade 4 — Tarefa 4 — Parte 2 do redesign
Fonte: Acervo pessoal

Na sequéncia a dupla retomou a igualdade anterior, substituindo os
retangulos anteriores pelas novas relagdes encontradas, conforme figuras 82 e
83.

Figura 82 — Producéo da Dupla A — Atividade 4 — Tarefa 4 — Parte 3 do redesign
Fonte: Acervo pessoal
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Figura 83 — Producéo da Dupla A — Atividade 4 — Parte 4 do redesign
Fonte: Acervo Pessoal

Retomando o célculo algébrico das areas, as Duplas A, B e C
determinaram que a area do quadrado de lado a é a?, que a area do quadrado
de lado b é b? e que a area do quadrado de lado ¢ é c?. Como a parte 5 da
atividade 4 era comum a todas as duplas, optamos por apresentar apenas a

resolucdo da Dupla A, uma vez que ela é semelhante a producdo das demais
duplas.

Figura 84 - Producéo da Dupla A — Atividade 4 — Parte 5 do redesign
Fonte: Acervo pessoal
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Figura 85 - Producéo da Dupla A — Atividade 4 — Parte 6 do redesign
Fonte: Acervo Pessoal

Salientamos que dois alunos voluntarios, por motivos pessoais, faltaram
nesse encontro. Com isso, uma dupla foi reorganizada, com um integrante da
Dupla B e outro da Dupla C, justificando a apresentacdo de apenas uma
resolucdo para as duas duplas nessa fase.

Pela producdo da dupla A, podemos observar que os alunos se
apoiaram em dois registros, o figural e o algébrico. Tal fato ilustra a afirmacéo
de Duval (2003) a respeito da importancia de integrar diferentes registros na
construcdo de um objeto matematico. A partir dessa atividade de
experimentacdo, os alunos estabeleceram as relagbes e discutiram as novas

possibilidades para concluirem suas observag¢des no ambiente papel e lapis.

Figura 86 — Producéo dos estudantes das Duplas B e C — Atividade 4 — Tarefa 4 — Parte 1 do
redesign
Fonte: Acervo pessoal
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Figura 87 - Producéo da Dupla A — Atividade 4 — Tarefa 4 — Parte 2 do redesign
Fonte: Acervo pessoal

Na sequéncia a dupla retomou a igualdade anterior, substituindo os
retdngulos anteriores pelas novas relagdes encontradas, conforme figuras 88,
89 e 90.

Figura 88 - Producéo dos estudantes das Duplas B e C — Atividade 4 — Tarefa 4 — Parte 3 do
redesign
Fonte: Acervo Pessoal

Figura 89 — Producao dos estudantes das Duplas B e C — Atividade 4 — Tarefa 4 — Parte 4 do redesign
Fonte: Acervo Pessoal
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Figura 90 - Producéo dos estudantes das Duplas B e C — Atividade 4 — Tarefa 4 — Parte 5 do
redesign
Fonte: Acervo Pessoal

A atividade anterior foi realizada em duas etapas, dada a necessidade
de redesign.

Salientamos que, da mesma forma que Procopio (2011), a utilizacdo de
um software de geometria dindmica favoreceu a autonomia de nossos sujeitos
e permitiu a visualizacdo, construgdo, manipulacéo dinamica, experimentacao,
intervencao e formalizacao de conceitos.

Neto (2010) também observou que a utilizacdo de ferramentas
computacionais € necessaria em atividades como esta, pois serve como forma
de mediar e reorganizar processos de criacdo, busca de armazenamento de
informacdo e estabelecimento de relacdes humanas, tornando-se uma
ferramenta que ndo so auxilia, mas que transforma a atividade.

De acordo com Duval (2003, 2009, 2011), ao realizar a conversao entre
o figural e o algébrico, a transformacdo realizada s6 mudou o sistema de
representacdo, mas manteve referéncias ao mesmo objeto. O autor destaca
gue tratar um objeto matematico por meio de diferentes registros amplia o grau
de liberdade que um sujeito pode dispor para compreender esse objeto

As duplas, ao realizarem de forma coordenada as conversdes entre o
registro figural e o algébrico, conseguiram estabelecer as rela¢cdes por nos
almejadas, dando continuidade aos trabalhos propostos pela professora-
pesquisadora.
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Para que pudéssemos dar sequéncia as nossas atividades e para que
0os estudantes tivessem condigdes de determinar a area do “retangulo que
sobra”, conforme denominado por eles, revisamos as relagdes trigonométricas
no triangulo retangulo, conteddo ministrado no ano anterior (nono ano).

Apresentamos na figura 91, a primeira parte da revisao que a

professora-pesquisadora realizou com os estudantes.

ATIVIDADE 5 - PARTE 1

Tarefa 1 — Considere o triangulo abaixo:

Sendo a e b os catetos opostos aos angulos a e 3, respectivamente, e ¢
a hipotenusa de um tridngulo retangulo, sabemos, por exemplo, que:

¢2=a? + b? (Teorema de Pitagoras)
SenNa = E, ou seja, a =C. Sena, senp= %’ ou seja, b =c.seng;
COS a = 3, ou seja, b =c.cosa; cos B =2 ou seja, a = C.cosp;
............. c 3 . c b
_a 2 = £ _ b < _
g a =7 ouseja, a =bliga; tgB = =, ou seja, b = a tgB.

Figura 91 - Atividade 5 — Parte 1 — Reviséo
Fonte: Acervo Pessoal

Essa atividade foi trabalhada coletivamente, com o auxilio da lousa, giz,
papel e lapis. As duplas acompanharam a explanacdo da professora-
pesquisadora acerca do conteudo ministrado, esclarecendo duavidas e
relembrando das aulas que tiveram no decorrer do nono ano do Ensino
Fundamental.

ApoOs a revisdo, foi aplicada a Atividade 5 — Parte 2, para que
pudéssemos investigar a compreensao dos alunos a respeito dessa revisao,

conforme apresentado nas figuras 92, 93, 94 e 95.
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Figura 92 - Producéo da Dupla A — Atividade 5 — Parte 2 — Tarefa 1 — item a.
Fonte: Acervo Pessoal

Figura 93 - Producéo da Dupla A — Atividade 5 - Parte 2 — Tarefa 1 —itens b e c.
Fonte: Acervo Pessoal

Fortes (2012) destacou que o0s erros mais frequentes estavam
relacionados ao fato de os estudantes ndo reconhecerem os elementos de um

tridngulo retangulo, desconhecerem conceitos basicos como cateto e angulo e
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na identificagcéo de qual relacdo trigonométrica relacionava o cateto oposto e o
cateto adjacente do triangulo retangulo. Salientamos que essas dificuldades
NAo ocorreram em nossa pesquisa, uma vez que os estudantes identificaram
os elementos do triangulo retangulo e estabeleceram as relacGes
trigonomeétricas esperadas.

A seguir apresentamos a producédo dos estudantes das Duplas B e C.

ATIVIDADE 5 - PARTE 2

Tarefa 1 —Considere o triangulo da figura abaixo:

a) Esse triangulo é retangulo? Justifique.

\

5, K1/ ‘ l

Figura 94 — Producao dos estudantes das Duplas B e C—Atividade 5—Parte 2 — Tarefa 1-item a.
Fonte: Acervo Pessoal

b) Calcule os cossenos dos angulos a e B.

s

Yo
2
i

Figura 95 - Producéo doggsfdaéhtgs dasimprlas B e C-Atividade 5-Parte 2—-Tarefa 1 — itens b
ec.
Fonte: Acervo Pessoal
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Constatamos que as duplas conseguiram realizar as atividades de
revisdo Apos essa revisdo, cada dupla retomou a conclusédo da Atividade 4.

Ressaltamos que os alunos novamente utilizaram o ambiente dinamico,
explorando a figura que coloriram e que calcularam a area na atividade 4. Para
relembrarmos as produc¢des de cada dupla, apresentamos suas resolucdes nas

figuras 96 e 97.

Figura 96 - Producao da Dupla A — Atividade 6 — Tarefa 2.
Fonte: Acervo Pessoal

Ressaltamos que a dupla incluiu algumas anotac¢des ao lado referentes
a tarefa seguinte.

Figura 97 — Producéo da Dupla B e C — Atividade 6 — Tarefa 2.
Fonte: Acervo Pessoal

Retomadas as conclusées de cada dupla, a professora-pesquisadora
solicitou que cada uma prosseguisse na tarefa seguinte da Atividade 6, com o

objetivo de calcular a area do “retangulo que sobra”, construindo, assim, a lei
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dos cossenos, mas a atividade ndo atingiu o objetivo previsto, conforme

ilustram as imagens 98 e 99.

Figura 98 — Producéo da Dupla A — Atividade 6 — Tarefa 2 — item a.
Fonte: Acervo Pessoal

A professora-pesquisadora, no momento da aplicacdo, néao
compreendendo as relacbes que a Dupla A apresentou, questionou-a e pediu

para que anotasse suas conclusoes.

Figura 99 — Producéo da Dupla A — Atividade 6 — Tarefa 2 item b.
Fonte: Acervo Pessoal
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A Dupla A aplicou corretamente a relagéo trigonomeétrica, ao identificar o
cosseno do angulo, mas ndo obteve elementos que lhe permitissem continuar a
solucdo. Analisando a producdo dessa dupla, notamos que ela concebeu o
“retAngulo que sobra” como dois triangulos retangulos, uma vez que tracou a
diagonal em cada retangulo e em seguida calculou o cosseno do angulo a.
ApOs esse calculo, como as areas na tela do computador eram iguais, a dupla
igualou os resultados que encontrou, mas nao compreendeu que nao podia
estabelecer tal igualdade. E provavel que, na ocasido, a dupla ndo tenha
encontrado significado para o objeto matematico proposto, levando-a a
realizacdo de célculos de forma mecanica.

Os estudantes das Duplas B e C apresentaram uma producdo confusa e
apagaram diversas vezes a resolucdo, conforme apresentado nas figuras 100 e
101.

Figura 100 — Producao dos alunos das Duplas B e C — Atividade 6 — Tarefa 2 item a.
Fonte: Acervo Pessoal

Figura 101 — Producao dos alunos das Duplas B e C — Atividade 6 — Tarefa 2 item b.
Fonte: Acervo Pessoal



129

A producéo dos alunos das Duplas B e C ficou confusa. Assim como a
Dupla A, € provavel que esses estudantes realizaram os calculos de forma
mecanica, dado que eles apagaram por diversas vezes 0s seus calculos e,
quando questionados oralmente, responderam “ndo conseguimos encontrar a
area do retangulo que sobra, desculpa professora”.

Aguiar (2011) encontrou dificuldades semelhantes em sua pesquisa. Ele
observou que os estudantes, apesar de reconhecerem o objeto mateméatico no
registro algébrico, ndo conseguiam concebé-lo no registro figural.

Conforme constatado nas figuras 98, 99, 100 e 101, as duplas né&o
realizaram satisfatoriamente a Atividade 6. Com isso, realizamos um redesign
desta atividade, apresentando um novo enfoque da situacdo proposta, por meio
de um recorte da figura inicial, apresentada na Atividade 4, priorizando a juncéo
de duas figuras, o quadrado com o “retdngulo sobra”, para favorecer a
observacdo da situacdo proposta, conforme exposto a seguir, na figura 102,
que retoma, como exemplo, a produgao da Dupla A com o “retdngulo sobra”,
representado pela cor azul. A atividade de redesign foi projetada neste novo
formato, recorte do original, por compreendermos que os alunos trabalhariam
com um namero menor de dados e figuras no ambiente papel e lapis, podendo
focar na observacdo dos elementos que realmente eram significantes para o

calculo da area do retangulo BGKO.

Figura 102 - Atividade 6 — Redesign da Tarefa 2

Fonte: Acervo Pessoal
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As novas producdes sdo apresentadas nas figuras 103 e 104.

Figura 103 - Producéo da Dupla A — Atividade 6 — Redesign da Tarefa 2 —itens a e b.
Fonte: Acervo Pessoal
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Figura 104 — Producao dos estudantes das Duplas B e C — Atividade 6 — Tarefa 2 —itens a e b.
Fonte: Acervo Pessoal

Constatamos que na Atividade 6 nosso objetivo foi alcancado. As duplas
deduziram a Lei dos cossenos apO0s o redesign. Para investigarmos a

compreensdo dos alunos, retomamos a atividade exploratéria individual, com

algumas reformulacdes.
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Assim como Fortes (2012), procuramos entender como o aluno pensou
ao resolver as atividades, mesmo sendo uma tarefa dificil, pois procuramos
entender a resolucdo a partir do que era esperado como resposta certa. A
analise dos erros dos alunos balizou as reformulacdes durante o processo.
Procuramos explorar triangulos em diferentes posi¢oes, verificando se os
alunos conseguiam estabelecer as relacdes nesses casos. Com isso,
intencionamos evitar o mecanicismo da aplicacdo dos teoremas em triangulos
apresentados na posicao usual.

Na atividade exploratoria individual, verificamos que os alunos n&o
conheciam a lei dos cossenos. Com isso, optamos por incluir nesta atividade
final os mesmos exercicios propostos anteriormente, pois ao resolvé-los, os
alunos poderiam ter o respaldo dos questionamentos realizados no dia da
aplicacdo. Nosso obijetivo foi verificar se os alunos aplicariam adequadamente
a lei dos cossenos, sendo capazes de distinguir situacées em que era possivel
aplicar o teorema de Pitdgoras das que requeriam a aplicacdo da lei dos
cossenos. Neste caso, pretendiamos que eles estabelecessem relagdes entre
os registros figural, da lingua natural e algébrico.

A seguir a producdo das Duplas da Atividade 7, conforme figuras 105,
106, 107, 108 e 109, respectivamente.

Figura 105 — Producao Dupla A — Atividade 7 — Tarefas 2 e 3
Fonte: Acervo Pessoal



Tarefa 4 — Determine as medidas desconhecidas, dadas em centimetros, em

cada triangulo ABC:

a)

Nl
b - oas - da

b- 4576

b)

10

Figura 106 - Producéo Dupla A — Atividade 7 — Tarefa 4

Fonte: Acervo Pessoal
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Figura 107 - Producéo Dupla A — Atividade 7 — Tarefa 5 e 6.
Fonte: Acervo Pessoal



Tarefa 2. Determine a formula para a obtencdo da medida do lado a.

n

at= [’/,"\A‘;,JLL* C9 \r%

Tarefa 3. Determine a formula para a obtengao da medida do lado c.

2=frs’ 2ol nf

Figura 108 - Produgéo Dupla B/C — Atividade 7 — Tarefas 2 e 3
Fonte: Acervo Pessoal

Tarefa 4 — Determine as medidas desconhecidas, dadas em centimetros, em
cada triangulo ABC:

a)

> .
o

b) o’ =AM+ 10>

A w?s $F6 + |00

c)

>

~ o 16
) X¥3 4 )% g X ?
o X SA 3549 SN X

)('zyﬁ)f-}Xt‘ﬁv—’l\/k
G4z M -9

Gy 172

Figura 109 - Producéo das Duplas B e C — Atividade 7 — Tarefa 4
Fonte: Acervo Pessoal
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Na resolugcdo da Tarefa 4a, identificamos o mesmo erro apontado por
Fortes (2012), pois os alunos da Dupla A n&o identificaram corretamente a
hipotenusa e os catetos ao aplicarem o teorema de Pitagoras e os alunos das
Duplas B e C cometeram erros nos calculos. Apesar disso, esses equivocos

foram especificos, dado que os estudantes acertaram as demais questdes.

Figura 110 — Producéo das Duplas B e C — Atividade 7 — Tarefas 5e 6
Fonte: Acervo Pessoal

Apbs a aplicacdo da Atividade 7, constatamos um erro no enunciado na
féormula da tarefa 1, o que foi prontamente corrigido pela professora
pesquisadora . Foi solicitado um novo encontro para que as duplas realizassem

as correcoes.
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Da Dupla A foi solicitada reviséo da tarefa 1, com a nomenclatura dos
lados e angulos corrigida. Na sequéncia retomaram as tarefas 2 e 3. Como na
tarefa 4a, o uso do teorema de Pitagoras ficou incorreto, a dupla foi
questionada oralmente acerca dos elementos do tridangulo (catetos e
hipotenusa) e do teorema de Pitdgoras, para que pudesse constatar o erro,
efetuando, em seguida, a correcdo. E interessante comentar a reacdo desses
alunos quando gquestionados, pois ficaram perplexos diante da confusdo que
fizeram, apresentando a seguinte fala: “Nossa professora, confundimos o
cateto com a hipotenusa! Pura falta de atengao”.

Para os estudantes das Duplas B e C também foi solicitada a reviséo da
tarefa 1, com a nomenclatura dos lados e angulos corrigida. Na sequéncia
retomaram a tarefa 3, sendo questionados oralmente para que comparassem a
férmula deduzida com as respostas dadas na tarefa. Na tarefa 4a, a dupla foi
questionada, na terceira linha, porque escreveu a subtracdo de forma incorreta.

Com essa intervencdo, a dupla localizou o erro e apresentou o seguinte
comentario acompanhado de risadas: “é professora esta errado, desculpa foi
falta de atengao”.

As novas producdes das duplas foram satisfatorias, finalizando desta
forma a atividade 7. Constatamos que o objetivo foi atingido, conforme
demonstram as figuras 111, 112, 113 e 114.

Figura 111 — Producao Dupla A — Redesign da Atividade 7 — Tarefas 1, 2 e 3.
Fonte: Acervo Pessoal
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Figura 112 — Producao Dupla A — Redesign da Atividade 7 — Tarefa 4a.
Fonte: Acervo Pessoal

Figura 113 — Producéo dos estudantes das Duplas B e C — Redesign da Atividade 7 — Tarefas
1,2e3.
Fonte: Acervo Pessoal
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Figura 114 — Producao dos estudantes das Duplas B e C — Redesign da Atividade 7 — Tarefa
4a.
Fonte: Acervo Pessoal

Observamos que as duplas, ao retomarem a Atividade 7, conseguiram
realizad-la independentemente da forma como era apresentado o triangulo
retdngulo, evidenciando avancos em relagdo a produgdo apresentada na
atividade preliminar. Ainda, conseguiram aplicar a lei dos cossenos com
sucesso em todas as situacgdes solicitadas.

As dificuldades apontadas por Bastian (2000) e Fortes (2012) na
identificagcdo dos elementos de um tridngulo retangulo, na aplicagdo do
teorema de Pitdgoras e em célculos, praticamente ndo ocorreram na atividade
final de nossa pesquisa e, quando evidenciados, constituiram equivocos
pontuais. E provavel que o experimento de ensino proposto tenha favorecido a
minimizagdo das dificuldades dos alunos na identificagdo de elementos do
tridngulo retangulo (catetos e hipotenusa), pois, independente da disposi¢cao do
tridngulo, eles foram capazes de identifica-los. Eles ndo tiveram dificuldades
para aplicar o teorema de Pitagoras e também ndo apresentaram problemas
para diferenciar situacbes em que podiam aplicar o teorema de Pitdgoras
daguelas nas quais a lei dos cossenos era necessaria.

Faz-se necessério destacar a importancia da utilizacdo do software de

geometria dindmica GeoGebra, que associado a teoria dos Registros de
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Representacdo Semidticas, favoreceu a construcdo do conhecimento de forma
independente, constituindo outro cenéario de desenvolvimento dos conteudos

propostos.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Apresentamos a conclusdo de nosso estudo. Para favorecer a
compreensao, vamos inicialmente retomar de forma sintética os aspectos
gerais da pesquisa. Em seguida, apresentaremos as contribuicbes do
instrumento de ensino desenvolvido, a relevancia do software GeoGebra na
aplicacao das atividades e retomaremos 0 objetivo e as hipoteses da pesquisa.

Por fim, forneceremos sugestdes para futuras pesquisas.

6.1 SINTESE DAS ETAPAS DE PESQUISA

Ansiavamos neste trabalho tratar da lei dos cossenos, tanto no sentido
de construcdo da férmula quanto na sua utilizagdo como ferramenta para
resolucdo de problemas. Assim, elaboramos, aplicamos e avaliamos um
experimento de ensino concebido de forma a propiciar uma entrada
experimental integrada a um trabalho de exploracdo de representacdes de
diferentes registros nos ambientes papel e lapis e software GeoGebra.

A presente pesquisa teve como fundamentagéo tedrica os registros de
representacbes semidticas de Duval (2003, 2009, 2011). Buscamos na
literatura pesquisas que trataram do objeto matematico lei dos cossenos. Como
nao encontramos estudos sobre esse tema, ampliamos nossa busca para
pesquisas que se voltaram a contetdos de trigonometria relacionados com a lei
dos cossenos.

De uma forma geral, essas pesquisas identificaram que as principais
dificuldades encontradas estdo associadas ao fato de os alunos néo
reconhecerem elementos béasicos de um triangulo retangulo, de néo
conseguirem aplicar o teorema de Pitagoras quando o triangulo retangulo néo
esta na posi¢ao usual e de ndo distinguirem medidas de angulos e medidas de
lados de um triangulo. Ainda, foram identificadas indicagbes incorretas de
relacdes trigonométricas, erros de calculo e dificuldades com a linguagem
matematica.

Na literatura observamos também que alguns problemas podem ser
motivados pelo abismo entre as necessidades contemporéneas e as formas

tradicionais de aprender, com praticas desmotivadoras, em que a relacéo
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tempo-aprendizagem perde seu sentido frente a velocidade com que
avancamos tecnologicamente. Nesse sentido, algumas pesquisas indicam a
utilizacdo de softwares de Geometria Dindmica, pelo fato de fornecerem
visualizacGes e experimentacdes diferentes das obtidas no ambiente papel e
lapis, favorecendo conversdes entre registros de representacdes semidticas.

Diante da probleméatica evidenciada, elaboramos um primeiro desenho
sobre a lei dos cossenos, ou seja, um experimento de ensino com o objetivo de
favorecer a construcdo dessa lei partindo do registro figural no ambiente
computacional. Esse experimento foi aplicado com base em aspectos da
metodologia de Design Experiment de Cobb et al. (2003), a qual orienta a
construcdo e a andlise de experimentos de ensino de conteudos matematicos
especificos, permitindo que as atividades elaboradas possam constantemente
ser remodeladas, de acordo com as necessidades evidenciadas nas producdes
dos alunos e com os problemas apontados na revisdo de literatura.

O experimento foi aplicado em duas fases. Na primeira, os alunos
responderam a um questionario preliminar que teve por objetivo identificar os
conhecimentos adquiridos na série anterior sobre o Teorema de Pitagoras. Em

seguida, foram aplicadas atividades nos ambientes GeoGebra e papel e lapis.

6.2 VERIFICACAO DAS HIPOTESES INICIALMENTE ESTABELECIDAS

Para a realizacdo deste estudo, tinhamos por hipoteses que a
abordagem proposta favoreceria a deducdo e a compreensdo da lei dos
cossenos, por permitir uma entrada experimental aliada a um trabalho de
relacdo dindmica entre representacdes dos registros algébrico, figural e grafico
e que o aspecto dindmico do software GeoGebra favoreceria também a
elaboracao de conjecturas e a compreensdo da passagem de um registro para
outro.

Ao analisarmos as produgcbes dos alunos, concluimos que nossas
hipoteses foram confirmadas, uma vez que 0s sujeitos tiveram sucesso na
construcdo e na aplicacdo da lei dos cossenos. Notamos, também, que, apos o
experimento, os alunos apresentaram avancos na aplicacdo do teorema de

Pitagoras. Salientamos que, para alcancarmos nosso objetivo, foram
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necessérias varias reformulacées. Com isso, concluimos que a opc¢édo pela
metodologia de Design Experiment foi imprescindivel, pelo fato de ser flexivel,
permitindo redesign durante o processo.

Na apresentacdo das producbes dos alunos, destacamos como
essenciais as resolucdes fornecidas a partir da atividade 4, apresentadas e
discutidas no capitulo 5. Partindo das andlises, verificamos que os alunos
tiveram sucesso na diferenciacao entre situacdes em que se deveria usar a lei
dos cossenos daquelas em que seria possivel aplicar Pitagoras.

Ao provocarmos nos alunos o trabalho com notagbes diferentes da
usual, como por exemplo, desmitificar que o teorema de Pitagoras sé podera
ser aplicado como a® = b? + ¢2, notamos que eles realmente se desvincularam
da memorizacdo de férmulas, visto que eles demonstraram capacidade de
construir a lei independente da colocagao dos lados “a”, “b” e “c” no triangulo
retdngulo. Outra situacao averiguada é a de que, diferentemente do apontado
na literatura, os estudantes ndo encontraram dificuldades em reconhecer os
elementos de um triangulo retangulo, independentemente da disposicédo dele.
As conjecturas levantadas pelos estudantes foram comprovadas em seus
dialogos durante a realizagdo das atividades, ao comentarem que “a letra € o
menos importa, se soubermos o que é cateto e hipotenusa, saberemos aplicar
o teorema de Pitagoras”. Tal comentario nos faz acreditar que houve mudanca
de postura, ou seja, eles notaram que a resolu¢cdo de um problema nao esta
associada apenas ao uso de férmulas, como pensavam inicialmente.

A concepcédo de que sbé poderiam resolver as atividades propostas se
aplicassem diretamente uma formula, ndo é verdadeira que podem analisar a
situacdo, pensar e formular hipéteses de resolucéo, concluindo de que forma
resolverédo o problema.

Analogamente ao teorema de Pitagoras, para a aplicacdo da lei dos
cossenos, os alunos demonstraram habilidade em determinar a medida de
gualguer lado solicitado nas atividades propostas, evidenciando que
construiram o conhecimento. Tal fato foi constatado na atividade 7, a qual
realizaram sem intervencdes da professora-pesquisadora.

Apesar de termos alcancado o0 nosso objetivo com a realizacdo da
Atividade 7, vale ressaltar que nao foram imediatas as constatacdes. Em

alguns registros, principalmente nos iniciais, verificamos que as articulagdes
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entre os registros figural e algébrico ndo foram imediatas, mas de grande
Importancia para a construgdo do conhecimento. A principal dificuldade ocorreu
no momento de converter do registro multifuncional figural, presente na tela do
computador, para o monofuncional algébrico, no ambiente papel e lapis. Tal
fato demandou varias reformulacdes para que o objetivo fosse atingido.

Com relacdo a segunda hipotese, concluimos que ela também foi
confirmada, uma vez que o aspecto dindmico do GeoGebra se mostrou
fundamental para que o0s estudantes testassem suas conjecturas e
relacionassem os registros semioéticos explorados, pois trouxe vantagens em

relagdo ao ambiente papel e lapis, ao promover andlises simultaneas.

6.3 ANALISE DA QUESTAO DE PESQUISA

Retomando nossa questéo de pesquisa: “Que percepgdes emergem dos
estudantes quando participam de um experimento de ensino sobre a lei dos
cossenos, concebido de forma a propiciar uma entrada experimental integrada
a um trabalho de exploracao de representac¢des de diferentes registros?”.

Na realizacdo das atividades, a preocupacdo inicial dos alunos era
lembrar quais formulas poderiam aplicar para resolver o problema proposto. A
medida que fomos conduzindo o experimento de ensino, os alunos passaram a
adquirir outra postura. Em diversos momentos eles paravam para refletir e
tentar encontrar o melhor caminho, em outras ndo conseguiam relacionar os
registros algébrico e figural, sendo, portanto, necessario retomar conjecturas ja
estabelecidas. Vale lembrar que, para Duval (1993, 1995, 2003, 2009, 2011),
as representacdes semioticas sdo fundamentais para o acesso a um objeto
matematico. Ainda, para este autor, a atividade matematica caracteriza-se pela
mobilizacdo simultdnea de pelos menos dois registros de representacdo, ou a
possibilidade de mudanga em qualquer momento de um registro para o outro.
Nesta perspectiva é que buscamos provocar a mudanca de registros na
maioria das atividades propostas.

Neste processo de construcao da lei dos cossenos, o mais gratificante
foi perceber que eles ndo se prenderam a situagcdes de memorizacdo, ou seja,

gue sabiam com seguranca quando aplicar a lei dos cossenos e quando aplicar
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Pitagoras e que lidavam com triangulos dispostos em diferentes posigoes.
Apesar disso, como ja mencionado anteriormente, o processo nao foi imediato,
ou seja, em diversos momentos 0s alunos ndo encontraram congruéncia entre
0 enunciado dado na lingua natural e a representacéo figural.

A liberdade dada aos alunos a partir da atividade 4, quando eles foram
convidados a personalizar suas atividades, foi de grande importancia, pois,
principalmente a partir desse momento, eles assumiram uma postura mais
independente, com autonomia para construir o objeto matematico,
diferentemente do que ocorre usualmente em sala de aula, quando muitas
vezes a aula ja esta pronta e o tempo de aula estabelecido impede, em muitos
casos, 0 estabelecimento de um espaco de discussdo. Quando o aluno se
torna coadjuvante, ele se sente importante e contribui significativamente na
construcéo do conhecimento, € como protagonizar a propria historia.

Quanto a segunda questdo de pesquisa: “Em quais aspectos a
ferramenta de geometria dindmica adotada influencia os estudantes a
compreender a lei dos cossenos?”

Concluimos que o trabalho aliado as representacfes dos registros de
representacfes semioticas e ao aspecto dinamico do software GeoGebra
favoreceu a elaboracdo de conjecturas e a compreensdo da passagem de um
registro para outro, permitindo a construcdo da lei dos cossenos.

O dinamismo do software foi imprescindivel para a visualizacdo do
“retdngulo que sobra”, contribuindo significativamente para as conclusbées que
os alunos apresentaram em suas producdes, conduzindo-os a diferenciar
guando estavam trabalhando com triangulos retangulos e néo retangulos. Tais
evidéncias ndo poderiam ser concebidas em um ambiente estatico. A utilizacao
deste software beneficiou a construcédo do conhecimento do objeto matematico,
lei dos cossenos, de forma independente, constituindo um novo cenario de
desenvolvimento do conteludo proposto.

Na atividade 3, por exemplo, quando eles alternavam entre os dois
ambientes, software e papel e lapis, o dinamismo apresentado pelo GeoGebra,
foi imprescindivel para que pudessem verificar a manutencéo das areas. Ainda,
quando o angulo era maior ou menor que 90°, puderam verificar que a relagéo

conhecida — Teorema de Pithgoras — ndo era valida. Diante dessas
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constatacdes, eles tinham que estabelecer novas conjecturas, que poderiam
ser facilmente testadas no préprio ambiente.
Apesar disso, sugerimos alteracdes nas constru¢cdes que foram realizadas

no GeoGeobra para a realizagcédo das atividades 2, 3 e 4.

6.4 PERSPECTIVAS PARA NOVAS INVESTIGACOES

Por ter contribuido significativamente nos processos de ensino e
aprendizagem da lei dos cossenos, esperamos que 0 experimento proposto no
presente estudo possa representar uma ferramenta de ensino desse conteudo.
Sugerimos que abordagens elaboradas com a preocupacdo de explorar
relacbes entre registros semidticos aliadas a recursos computacionais

dindmicos possam ser desenvolvidas para outros objetos matematicos.
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APENDICE A - Termo de consentimento livre e esclarecido

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Titulo da Pesquisa: “LEI DOS COSSENOS NO AMBIENTE GEOGEBRA: Proposta
de um experimento de ensino envolvendo os registros de representacfes

semioticas”

Nome do (a) Pesquisador (a): Lidiane Ferreira Nunes — RG: 473.939

Nome do (a) Orientador (a): Monica Karrer — RG: 9304497-5

Telefones para contato: (13) 3387 — 4309/ (13)9756-2857 / (11) 99687 - 7012
Instituicdo dos pesquisadores: Universidade Bandeirante Anhanguera

Local: Unidade Maria Candida

R. Maria Candida, 1813 — 4° andar —Vila Guilherme — Sao Paulo — SP

Este documento é um convite ao aluno para participar da pesquisa cientifica no
campo da Educacdo Matemética intitulada “LEI DOS COSSENOS NO AMBIENTE
GEOGEBRA: Proposta de um experimento de ensino envolvendo os registros de

representagcbes semiodticas”.

Vocé participara da pesquisa realizando atividades sobre a definicdo e a
aplicacdo da lei dos cossenos. Os dados serdo coletados da seguinte forma: coleta do
material escrito e entrevista. Tal entrevista sera realizada por meio de um questionario
escrito, de forma individual, em local e data agendada entre o sujeito da pesquisa e 0

pesquisador.

Vocé tem a liberdade para recusar o convite e, ainda, podera suspender o seu
consentimento de participacdo em qualquer etapa da pesquisa. Salienta-se que
sempre que quiser, vocé podera pedir mais informacdes sobre a pesquisa, entrando

em contato com os pesquisadores responsaveis.

O projeto dessa investigacdo visa promover a aprendizagem da lei dos
cossenos para alunos do primeiro ano do Ensino Médio, explorando as diferentes

representagoes.
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N&o ha situacdes de risco ou de desconforto na participacdo dessa pesquisa e
ela também néo traz complicagbes legais, considerando que a investigacdo é de
cunho pedagodgico e sera realizada no ambiente escolar. Os procedimentos adotados
nesta pesquisa obedecem aos Critérios da Etica em Pesquisa com Seres Humanos,
conforme Res. 196/96 do Conselho Nacional de Saude. Nenhum dos procedimentos
usados oferece riscos a sua dignidade.

Ressaltamos que a sua participacdo nessa pesquisa nao terd qualquer
beneficio direto. No entanto, esperamos que esse estudo proporcione informagdes
importantes sobre a aprendizagem da lei dos cossenos, de forma a contribuir para o

ensino desse conteldo.

Todas as informacfes coletadas nesse estudo sédo estritamente confidenciais.
Somente o pesquisador e a orientadora terdo conhecimento dos dados. Os resultados
dessa pesquisa poderao ser divulgados e publicados pelo pesquisador com fins

educacionais e no ambito académico e, para isso, 0s participantes terdo seus
nomes trocados por pseudbnimos, preservando a identidade do sujeito em sigilo.

Ainda, a escola onde o experimento serd realizado ndo seré identificada.

Ressaltamos que ndo havera despesas pessoais para o0 participante em
gualquer fase do estudo, assim como ndo ha compensacéo financeira relacionada a
sua participagéo.

Desde j& agradecemos sua contribuicdo, a qual serd de extrema importancia
para que os objetivos deste trabalho sejam atingidos.

ApOs estes esclarecimentos, solicitamos o0 seu consentimento de forma livre e

esclarecida para participar desta pesquisa.
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TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Eu, ,
portador do RG , responsavel legal por

residente
na Rua , com
namero de telefone e e-mail ,

abaixo assinado, declaro estar suficientemente informado a respeito das informacdes que li
anteriormente, a respeito do projeto “A LEI DOS COSSENOS NO AMBIENTE GEOGEBRA:
Proposta de um experimento de ensino envolvendo os registros de representacfes
semiéticas” e dou meu consentimento livre e esclarecido para

participar como voluntario da pesquisa

supracitada, sob a responsabilidade de Monica Karrer, professora do curso de Mestrado em
Educacao Matematica da UNIBAN ANHANGUERA e de Lidiane Ferreira Nunes, mestranda do

mesmao Curso.

Assinando este Termo de Consentimento, estou ciente de que:

a) O objetivo principal dessa pesquisa € investigar a aprendizagem da lei dos cossenos com
alunos do 1° ano do Ensino Médio, por meio de um experimento de ensino.

b) a realizacdo desta pesquisa € fundamental para o progresso na Educacdo Matematica no
Brasil, para que agfes possam ser implementadas para a melhoria do ensino desta disciplina.
¢) a minha participacdo no estudo limita-se ao experimento de ensino sobre a lei dos cossenos
no ambiente Geogebra.

d) assim que a pesquisa terminar poderei ter acesso aos resultados globais do estudo.

e) poderei entrar em contato com os pesquisadores responsaveis Lidiane Ferreira Nunes, pelo
e-mail lidimatematica@hotmail.com e Profa. Dra. Monica Karrer, pelo e-mail

mkarrer@uol.com.br ou ainda, pelo telefone 2967-9119 sempre que julgar necessario.

f) obtive todas as informac¢des necessarias para poder decidir conscientemente sobre a
participacdo do menor sob minha responsabilidade na referida pesquisa.
g) este Termo de Consentimento é feito em duas vias, de maneira que uma permanecera em

meu poder e a outra com a pesquisadora responsavel.

, de de 2013.

Assinatura do sujeito de pesquisa Profa. Lidiane Ferreira Nunes Profa. Dra. Monica Karrer
/ Representante Legal


http://mail-a.uol.com.br/cgi-bin/webmail?Act_V_Compo=1&mailto=mkarrer@uol.com.br&ID=ICgVXjkPZy47DWodVh9p4r0fJqEZIoMHgSAv&R_Folder=aW5ib3g=&msgID=8008&Body=0
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APENDICE B - Atividade exploratéria individual

ATIVIDADE EXPLORATORIA INDIVIDUAL

Nome:

1 - Determine x:

a) b)
B 8
: 25
ﬁ c A b\- c
C 2 A

Fonte: Giovanni, José Ruy. Aprendendo Matemdtica. — Ed. Renovada. — Sdo Paulo: FTD, 2007. —
(Colecgéo aprendendo matematica)

2 — Ao lado, o portdo de entrada de uma casa tem 4m de comprimento e 3m de altura.

Que comprimento teria uma trave de madeira que se estendesse do ponto A até o C?

D G
allen_ RN A AN

A 8

Disponivel em: http://eugenialima.blogspot.com.br/2012/08/001-calcule-o-valor-do-cateto-no.html
Acesso: 19/02/2013 as: 21:38
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3 — Quantos metros de fio serdo necessarios para ligar o ponto A, que fica na ponta de
um poste de 9 m de altura (figura abaixo), com o ponto B, situado a 3 m de altura em

uma caixa de luz que dista 8 m do poste?

A

LS
225

Fonte: Giovanni, José Ruy. Aprendendo Matematica. — Ed. Renovada. — Sdo Paulo: FTD, 2007. —
(Colecgéo aprendendo matematica)

4 — Determine o valor de x nas figuras abaixo:

- \
/ ™~ \\ o= o
/ \ e
3, i X B x
/// ; 2 \\ e
/ \ '
{ 60° \__120° ~
1/16_() e e e e \\\';\_‘__7 D ..
8 4

Fonte: PAIVA, Manoel. Matematica volume 2. 12 ed. — Sao Paulo: Moderna, 2009.

5 — No mapeamento de uma regido, uma topégrafa posicionou-se em um ponto A e
visou um ponto B, a 4 km de A; a seguir visou um ponto C, a 8 km de A, tal que m

(CAB) = 60°. Calcule a distancia entre os pontos B e C.

AL &
2

v d?) »
¢ w2 s

Fonte: PAIVA, Manoel. Matematica volume 2. 12 ed. — Sao Paulo: Moderna, 2009.
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APENDICE C - Atividades com o instrumento de ensino

ATIVIDADES COM O INSTRUMENTO DE ENSINO

DUPLA (NOMES):

Atividades com o Software GeoGebra

ATIVIDADE 1

Tarefa 1 — Abra o arquivo “Tridangulo”. Neste arquivo ha um ftridngulo em que é
possivel alterar os lados e o angulo.

Experimente realizar algumas alteragdes.

ATIVIDADE 2

Tarefa 1. Abra o arquivo “Triangulol”. Manipulando o software, varie o angulo a
de forma a obter o valor 90°, valores menores que 90° e valores maiores que
90°.

a 3.2 b2 2

Tarefa 2. Tente observar alguma relacéo entre a?, b®> e c® e descreva o que

concluiu com essa experimentagao.




APENDICE D - Atividades com o instrumento de ensino

ATIVIDADES COM O INSTRUMENTO DE ENSINO

DUPLA (NOMES):

159

Atividades com o Software GeoGebra

Redesign da Atividade 2

Tarefa 3. Abra o arquivo “Tridngulo 1_2” e altere as medidas dos lados,

mantendo um angulo reto.

a a°

b2

90°

90°

90°

Que relacgéo é possivel observar?




APENDICE E - Atividades com o instrumento de ensino

ATIVIDADES COM O INSTRUMENTO DE ENSINO

DUPLA (NOMES):

160

Atividades com o Software GeoGebra

Redesign da Atividade 2 — (Tarefa 3)

Tarefa 4. Preencha a tabela considerando os valores obtidos na Tarefa 3.

a a’+c?

b2

Que relacédo é possivel observar?
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APENDICE F - Atividades com o instrumento de ensino

ATIVIDADES COM O INSTRUMENTO DE ENSINO

DUPLA (NOMES):

Atividades com o Software GeoGebra

Redesign da Atividade 2 — (Tarefa 4)
Tarefa 5. Abra o arquivo “Tridngulo 1_1". Varie o angulo a de forma a obter

valores menores do que 90° e valores maiores do que 90°.

a a° c? b?

Tente observar uma relagéo para o caso em que a < 90° e para 0 caso em que
a > 90°.




APENDICE G - Atividades com o instrumento de ensino

ATIVIDADES COM O INSTRUMENTO DE ENSINO

DUPLA (NOMES):
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Atividades com o Software GeoGebra

Redesign da Atividade 2 — (Tarefa 5)

Tarefa 6a. Preencha a tabela com os casos em que a < 90°

a a’ + c? b?

O que vocé observa?

Tarefa 6b. Preencha a tabela com os casos em que a > 90°

a a’ + c? b?

O que vocé observa?
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APENDICE H - Atividades com o instrumento de ensino

ATIVIDADES COM O INSTRUMENTO DE ENSINO

DUPLA (NOMES):

Atividades com o Software GeoGebra

Redesign da Atividade 2

Na atividade anterior, vocés perceberam que (a® + c?) é diferente de b? nos
casos em que o angulo ndo é igual a 90°.

Agora, analisando os dados que vocés apresentaram na ficha, facam uma
comparacdo entre os resultados de (a” + c¢?) e de b? para o caso em que a <

90° e para o caso em que a > 90°. O que vocés podem dizer sobre cada caso?
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APENDICE | — Atividades com o instrumento de ensino

ATIVIDADES COM O INSTRUMENTO DE ENSINO

DUPLA (NOMES):

Atividades com o Software GeoGebra
ATIVIDADE 3

Tarefa 1. Abra o arquivo Triangulo 3. Neste arquivo foi construido um quadrado

sobre cada lado do triangulo.

Tarefa 2. Partindo de suas observacdes, pede-se:
a) O que representa o valor de a%?

b) O que representa o valor de b®?

c) O que representa o valor de c??

Tarefa 3. Abra o arquivo “Tridngulo 4” e altere as medidas dos lados,

conservando um dos angulos como 90°. O que vocé observa?

Tarefa 4. Abra o arquivo “Triangulo 5”. Manipulando o angulo, pede-se:
d) Em que situacdes a area do quadrado de lado b é igual a soma das areas

dos quadrados de lados a e c?

e) Em que situagBes a area do quadrado de lado b é menor que a soma das

areas dos quadrados de lados a e c?
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f) Em que situagBes a area do quadrado de lado b € maior que a soma das
areas dos quadrados de lados a e c?
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APENDICE J — Atividades com o instrumento de ensino

GUIA PARA ATIVIDADE 4

As seguintes ferramentas/modos de construcdo podem ser ativadas
clicando nos botdes da Barra de Ferramentas. Pode clicar na pequena flecha
situada no canto inferior direito de um icone para abrir um menu (‘Caixa de
Ferramentas’) que contém ferramentas do mesmo tipo.

Para calcular a area de cada retangulo:

Clique na ferramenta indicada abaixo:

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda \

3 ]| o*) L B0 (@) ) ) N e ez

-~ o'l 7 i i ol
TL e~ Area

Selecione um poligono, um circulo ou uma elipse

Para mudar a cor, clique com o botéao direito do mouse sobre o retangulo
que deseja alterar a cor, em seguida propriedade e cor. Basta escolher a cor
que deseja.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A J(' @ g \V ABC| ||| 232
[:] A BONC] ) N e ) 9]
Tl #H e~
G
°
D
°
K
B L ]
{ -
e Quadrilatero pol12: Poligono J, D, B, N
[.] Exivir objeto F
)
E A4 Exibir Rotulo
° # Habilitar Rastro
Renomear
/. Apagar c
‘7_3} Propriedades

Entrada:




167

(o] Triangulo_para_colorir2.ggb

Arquivo Editar Exibir OpgBes Fermamentas Janela Ajuda

ol RS N (o) 1]

« 5] El )
'Lﬁcv‘ Cpe—— -

A em? .
L]
v

ABC || 22| «f»

FloEELS i
= Ponto = Basice | Cor | Estilo | Avancado | Programacdo

@ A
-@ B
c
D
E
F
G
H
I
J
K
L
M
g Visualizar: Branco 255, 255, 255
P Transparéncia

000000000 ELCPECPEEPOROOE®

adrildtero
pol10 O
poi11 0 25 50 75 100
pol12
pol2
pol3

pol5
pol6
pol7
pold
pol9 9

Para mudar a cor do contorno:

Selecione o segmento e siga as instru¢cdes da figura abaixo:

Arquive Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

[ AL S @) O] 4] N e[

ad
"LEcr [l ——~ -

$elecione a cor

Selecione a espessura
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APENDICE K - Atividades com o instrumento de ensino

ATIVIDADES COM O INSTRUMENTO DE ENSINO

DUPLA (NOMES):

Atividades com o Software GeoGebra

ATIVIDADE 4

TAREFA 1 — Abra o arquivo “Colorir”. Neste arquivo foi construido um
quadrado sobre cada lado do triangulo. Observe que cada quadrado foi dividido
em dois retangulos. Utilizando o comando do software, determine a area de

cada retangulo e pinte da mesma cor os retangulos que tiverem a mesma area.

] COLORIR_Original.ggb
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

[&] or L7l 3B @) L) 5 ese L] @)

-

Figura 17: Colorir no ambienteGeoGebra. Elaborado pela autora da pesquisa.

TAREFA 2 — Manipule qualquer vértice do triangulo e verifiqgue se os retangulos

de mesma cor continuam com a mesma area.

TAREFA 3 — Pinte, com cores diferentes, os contornos dos quadrados ABDE,
BCGF e ACHI.
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TAREFA 4 — Complete:
Temos que:

Escrevendo de outra forma e , temos:

Determinando as areas dos quadrados, temos que:

€ 0 quadrado de lado , entdo a sua area é igual a

é 0 quadrado de lado , entdo a sua area é igual a
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€ 0 quadrado de lado , entdo a sua area € igual a

Neste caso, temos que:

Entao:

b* =

Agora precisamos achar a area do retdngulo. Para isso, faremos primeiramente

uma revisao de trigonometria.
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APENDICE L — Atividades com o instrumento de ensino

ATIVIDADES COM O INSTRUMENTO DE ENSINO

DUPLA (NOMES):

Atividades com o Software GeoGebra

REDESIGN - ATIVIDADE 4

Tarefa 1 — Abra o arquivo “Colorir”’. Neste arquivo foi construido um quadrado
sobre cada lado do triangulo. Observe que cada quadrado foi dividido em dois
retdngulos. Utilizando o comando do software, determine a &rea de cada

retangulo e pinte da mesma cor os retangulos que tiverem a mesma area.

o COLORIR Original.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

AL~ X :. GG ‘/T; .\\'\ ABC | 222 b

[LE] » ——- ~-

Figura 17: Colorir no ambiente GeoGebra. Elaborado pela autora da pesquisa.

TAREFA 2 — Manipule qualquer vértice do triangulo e verifiqgue se os retangulos
de mesma cor continuam com a mesma area.

TAREFA 3 — Pinte, com cores diferentes, os contornos dos quadrados ABDE,
BCGF e ACHI.
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TAREFA 4 — Complete:

Temos que:
= +
Escrevendo de outra forma e , temos:
| I
\7
B C
= +

F G

A B

D E

A C
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Determinando as areas dos quadrados, temos que:

B C

€ 0 quadrado de lado , entdo a sua area é igual a
F G
A B

€ 0 quadrado de lado , entdo a sua area €é igual a
D E
A C

€ 0 quadrado de lado , entdo a sua area € igual a
H I

Neste caso, temos que:

B C
F G
Entao:

b* =

Agora precisamos achar a area do retangulo. Para isso, faremos primeiramente

uma revisao de trigonometria.
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APENDICE M - Atividades com o instrumento de ensino

ATIVIDADES COM O INSTRUMENTO DE ENSINO

DUPLA (NOMES):

ATIVIDADE 5 - PARTE 1

Tarefa 1 — Considere o triangulo abaixo:

Sendo a e b os catetos opostos aos angulos a e S, respectivamente, e

a hipotenusa de um triangulo retangulo, sabemos, por exemplo, que:

c® = a° + b (Teorema de Pitagoras)

_a H - . b .
sena = = ou seja, a = C. séna, sen ﬁ = o ou seja, b= Clsenﬁ;
b . . a .
Cos a = -, OU seja, b = c.cosq; cos B = —, Ou seja, a = C.cosf3;

tga= %, ou seja, a = b.tga; tgp = Z, ou seja, b = a.tgp.




ATIVIDADE 5 - PARTE 2

Tarefa 1 — Considere o triangulo da figura abaixo:

a) Esse triangulo é retangulo? Justifique.
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b) Calcule os cossenos dos angulos a e 3.

c) Calcule os senos dos angulos a e S.
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APENDICE N - Atividades com o instrumento de ensino

ATIVIDADES COM O INSTRUMENTO DE ENSINO

DUPLA (NOMES):

Atividades com o Software GeoGebra

ATIVIDADE 6

Tarefa 1. Abra o arquivo “Colorir_Dupla_A”. Neste arquivo foi construido um quadrado
sobre cada lado do triangulo. Vamos agora procurar uma relagdo entre os trés lados
de um tridngulo qualquer, de lados a, b e c.

Area BGKO = 21.06
Area JOBN = 21.06

AreakFCO=851 3

Arga EJNA= 14.61

ArealPHAL = 14.61
Area CIPL=8.51

_-__________.

Tarefa 2. Vamos retomar a concluséo da atividade 4. Neste caso, temos que:
A C
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Entao:
b* =

a) Determine a area do retdngulo de cor azul claro, com base na reviséo realizada nha
atividade 5.

b) Substitua o resultado obtido na conclusdo da atividade 4. A férmula encontrada
permite que se determine a medida do lado de um tridngulo qualquer, sendo
conhecidas as medidas dos outros dois lados. Essa férmula é denominada “Lei dos
Cossenos”.
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APENDICE O - Atividades com o instrumento de ensino

ATIVIDADES COM O INSTRUMENTO DE ENSINO

DUPLA (NOMES):

Atividades com o Software GeoGebra

ATIVIDADE 6

Tarefa 1. Abra o arquivo “Colorir_Dupla_B”. Neste arquivo foi construido um quadrado
sobre cada lado do triangulo. Vamos agora procurar uma relagéo entre os trés lados
de um tridngulo qualquer, de lados a, b e c.

Area PHAL = 9.46

Tarefa 2. Vamos retomar a concluséo da atividade 4. Neste caso, temos que:

A C
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Entao:
b% =

a) Determine a &rea do retangulo de cor azul marinho, com base na revisdo realizada
na atividade 5.

b) Substitua o resultado obtido na conclusdo da atividade 4. A férmula encontrada
permite que se determine a medida do lado de um tridngulo qualquer, sendo
conhecidas as medidas dos outros dois lados. Essa férmula é denominada “Lei dos
Cossenos”.
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APENDICE P - Atividades com o instrumento de ensino

ATIVIDADES COM O INSTRUMENTO DE ENSINO

DUPLA (NOMES):

Atividades com o Software GeoGebra

ATIVIDADE 6

Tarefa 1. Abra o arquivo “Colorir_Dupla_C”. Neste arquivo foi construido um quadrado
sobre cada lado do triangulo. Vamos agora procurar uma relagcéo entre os trés lados
de um tridngulo qualquer, de lados a, b e c.

D

Area de PHAL=5.92 Areade CIPL=7.77

Tarefa 2. Vamos retomar a concluséo da atividade 4. Neste caso, temos que:
A C
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Entao:
b% =

a) Determine a area do retdngulo de cor amarela, com base na reviséo realizada na
atividade 5.

b) Substitua o resultado obtido na conclusdo da atividade 4. A férmula encontrada
permite que se determine a medida do lado de um tridngulo qualquer, sendo
conhecidas as medidas dos outros dois lados. Essa formula é denominada “Lei dos
Cossenos”.
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APENDICE Q - Atividades com o instrumento de ensino

ATIVIDADES COM O INSTRUMENTO DE ENSINO

DUPLA (NOMES):

Atividades com o Software GeoGebra

REDESIGN ATIVIDADE 6

Tarefa 1. Abra o arquivo “Colorir_Dupla_A”. Neste arquivo foi construido um quadrado
sobre cada lado do triangulo. Vamos agora procurar uma relagdo entre os trés lados
de um tridngulo qualquer, de lados a, b e c.

Area BGKO = 21.06
Area JDBN = 21.08

Area EJNA= 1461

ArealPHAL = 14.61
Area CIPL=8.51

__-_________.

Tarefa 2. Vamos retomar a concluséo da atividade 4. Neste caso, temos que:

A C
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Entao:

a) Determine a area do retadngulo BGKO. Para isso, primeiramente vamos denominar
a medida do lado BO dex e, com base na revisao realizada na atividade 5, encontrar o

valor de x.

1° Encontrar o valor de x:

2° Determinar a area do retangulo BGKO:

b) Substitua o resultado obtido na conclusdo da atividade 4. A férmula encontrada
permite que se determine a medida do lado de um tridngulo qualquer, sendo
conhecidas as medidas dos outros dois lados. Essa formula é denominada “Lei dos

Cossenos”.
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APENDICE R - Atividades com o instrumento de ensino

ATIVIDADES COM O INSTRUMENTO DE ENSINO

DUPLA (NOMES):

Atividades com o Software GeoGebra

REDESIGN ATIVIDADE 6

Tarefa 1. Abra o arquivo “Colorir_Duplas B e C”. Neste arquivo foi construido um
guadrado sobre cada lado do triangulo. Vamos agora procurar uma relagdo entre os

trés lados de um tridngulo qualquer, de lados a, b e c.

G

Area PHAL = 9.35

Tarefa 2. Vamos retomar a concluséo da atividade 4. Neste caso, temos que:
A C
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a) Determine a area do retangulo BGKO. Para isso, primeiramente vamos denominar
a medida do lado BO de x e, com base na revisao realizada na atividade 5, encontrar o

valor de x.

1° Encontrar o valor de x:

2° Determinar a area do retangulo BGKO:

b) Substitua o resultado obtido na conclusdo da atividade 4. A férmula encontrada
permite que se determine a medida do lado de um tridngulo qualquer, sendo
conhecidas as medidas dos outros dois lados. Essa férmula é denominada “Lei dos

Cossenos”.
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APENDICE S - Atividades com o instrumento de ensino

ATIVIDADES COM O INSTRUMENTO DE ENSINO

DUPLA (NOMES):

ATIVIDADE 7

Tarefa 1 — Considere o triangulo abaixo. Na atividade anterior, vocé concluiu
que:

b?=a’ + c? - 2ac.cosa

Tarefa 3 — Determine a férmula para a obtencéo da medida do lado c.
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Tarefa 4 — Determine as medidas desconhecidas, dadas em centimetros, em

cada triangulo ABC:

a)
B
25
7
—.|
A b
b)
A
10 24
B a
c)
x+3 12
C X B

Tarefa 5 — Determine o valor de x nas figuras abaixo:

A, 60°

_120°
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Tarefa 6 — No mapeamento de uma regido, uma topdgrafa posicionou-se em
um ponto A e visou um ponto B, a 4 km de A; a seguir visou um ponto C, a 8

km de A, tal que m (CAB) = 60°. Calcule a distancia entre os pontos B e C.




