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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

AULA 1

Professor Rogério silva



Esta disciplina e parte da area de estruturas, dentro da engenharia civil. Ela colabora
para que nossos edificios, casas, pontes, e todas as outras estruturas

gue conhecemos saiam do papel e se tornem reais.

A disciplina buscatrazer o conhecimento e a analise de estruturas hiperestaticas,
calculando os esforcos e os deslocamentos em elementos e as reacdes de apoio. Na
primeira fase, sera definido qual e o grau de sera da estrutura. Depois, aplicaremos
o método das forcas ou dos deslocamentos para determinacao das reacdes e forcas
internas nas estruturas. Em seguida, avaliaremos a forca cortante,

o momento fletor e representaremos a linha de influencia. Ao final, aplicaremos o
Meétodo da Rigidez na analise matricial de estruturas ou o Processo de Cross.

Na primeira unidade, veremos como classificar a estrutura quantoao grau
hiperestatico. A definicao destes graus ira direcionara o modelo que usaremos para
resolver a estrutura, encontrando como resultado as reacdes de apoio, a forca
cortante e o momento fletor.
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Estruturas

As estruturassao sistemas compostos por um ou mais elementos,
ligados entre si de forma a se tornarem estaveis. Isto significa que
as estruturas devem ser capazes de receber os esforgos externos,
absorvé-los internamente e direciona-los aos apoios.

Todavia, o calculo de alguns tipos de estruturasnao é tao simples
de se resolver. Até o inicio do século passado, as estruturas
estaticamente indeterminadas eram complexas demais e evitadas
pelos engenheiros, pois nao havia métodos tao precisos de
analise como temos hoje.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

TIPOS DE ESTRUTURAS
e Estruturashipostaticas
* Estruturasisostaticas

* Estruturas hiperestaticas

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Tipo de Vinculo Simbolo Reacdes
Articulacao
RELEMBRANDO: %, \6 F,
L ..
ESTRUTURAS ISOSTATICAS Apoio deslizante
sao aquelas em que o numero % ‘% " E"'H
de reacdes de apoio é igual ao Luva rigida

numero de equacoes de E—
equilibrio disponiveis , ou seja o

sistema é determinado

Apoio rigido (engaste)




ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Apoio articulado ( Articulagao)

Estaoimpedidos os movimentos verticais e horizontais e a rotagao é
liberada

RH

DG I = r T
{} Rv
a) b) c)

-
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Apoiorigido (Engasgamento)

Estaoimpedidos todos os movimentos : verticais, horizontais e a rotacao.

RH

M

{} Rv
c)

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Apoio movel
Estaoimpedidos todos os movimentos : verticais, horizontais e a rotacao.
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O que é uma estrutura estaticamenteindeterminada?

Quando a estrutura a ser analisada tem mais reacdes externas e/ ou
mais forcasinternas a serem determinadas do que as incégnitas
resolvidas pelas equacdes de equilibrio da estatica, ela é considerada
uma estrutura estaticamente indeterminada.

As equacdes de equilibrio da estatica consideram que a somatoria
das forcas verticais, horizontais e do momento devem ser nulas.

SFH =0
SFV =0
SFM =0
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

* Paraisso, consider-se que as vinculagdes estao em um sistema plano, istoe, sé podem se
movimentar nas direcdes contidas neste plano. Isto ndao ocorre na estrutura real, mas esta
consideracao nao interfere nas estruturas usuais analisadas.

* Jaotipodevinculacaoa ser consideradono calculo interferirana analise da estrutura. O
Quadro 1.1 apresentaos principais vinculos utilizados e suas caracteristicas. O numero de graus
de mobilidade retirado pelo vinculo e fator determinante paraa classificacdo da estrutura em
hiperestatica, isostatica ou hipostatica.

Cluwadro 1.1 | Vinculacdes e caracteristicas

Reacdes de apoio MNumeros de graus de
MNome do vinculo Simbolo provocadas mobilidade retirados
pelos vinculos pelo vinculo (n)
Apoio maoawvel l,h | 1
2 ’T‘ Vv I
. | H |
Apoio fixo Fay — 2
Fara—d T vV
I M
H
Engaste | _.L‘_«_t;jT:’?“I 3
T v
Forte: elaborado pelo autor. <

A
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

As estruturas hipostaticas (Figura abaixo) sao mdveis em seu conjunto e apresentam
grau de hiperestaticidade negativo, ou a estrutura possui uma parte movel, o que a
torna inaceitavel para edificacdes.

Por causa do numero inferior de reacdes de apoio que possam trazer estabilidade a
estrutura, o conjuntoda estruturando é impedido de se deslocar.

n=g2 < 3

[+
[+

=
I
s
3
I
—
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

As estruturas hipostaticastém um numero inferior de graus de mobilidade
permitido pelos apoios necessarios para impedir que a estruturase
movimente (Figura 1.2), mas também podem ser hipostaticasquando nao
tiverem restricdo em ambas as direcdes do plano (Figura 1.3). Assim, estas
estruturas tém movimento infinito e nao podem ser usadas para projetos,
pois seu equilibrio é instavel.

Figura 1.2 | Estrutura hipostatica com graus de mobilidade permitidos pelos apoios
inferiores as equacdes de equilibrio

n=2 <23

ot
AN AN
n=1 n=1
Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 1.3 | Estrutura hipostatica com graus de mobilidade permitidos pelos apoios
superiores as equacoes de equilibrio

A Y 7Y A n=4
n=1 n=1 n=1 n=1
Fonte: elaborada pelo autor, 3
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

As estruturasisostaticas (Figura 1.4) sao aquelas que apresentam numero de reacdes
igual ao numero de incégnitas das equacdes de equilibrio e, consequentemente, o
grau de hiperestaticidade é igual a zero.

As estruturasisostaticas apresentam um numero de apoios suficiente para impedir
que a estruturase movimente (Figura 1.5) e, portanto, seu equilibrio é estavel,
Exemplificando:

Figura 1.4 | Estrutura isostatica

$ &
n=3
" *
n=2 n=1
Fonte: elaborada pelo autor. \
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

As estruturasisostaticas apresentam um numero de apoios suficiente
para impedir que a estrutura se movimente (Figura1.5) e, portanto, seu
equilibrio e estavel.

f'._

.

Figura 1.5 | Estrutura isostatica

[+ A 0=
n=1

Fonte: elaborada pelo autor.

v
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

As estruturas hiperestaticas (Figura 1.6) sdo aguelas em que o numero de reagdes é
maior que o numero de equacoes da estatica ou se as equacdes da estaticanao sao
suficientes para determinar os esforcosinternos, consequentemente, o grau de
consequentemente é de um ou mais. Assim, nao é possivel determinar suas reacoes
de apoio apenas com estas equagdes

Figura 1.6 | Estrutura hiperestatica

n=4

Fonte: elaborada pelo autor. \
pitagoras



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

As estruturas hiperestaticas apresentam um numero de apoios superior ao necessario
para impedir que a estrutura se movimente (Figura1.7) e, portanto, seu equilibrio e
estavel. Apesar de a analise da estrutura hiperestatica ser complexa, a maioria das
estruturas sao hiperestaticas

Figura 1.7 | Estrutura hiperestatica

n=

n=3

Fonte: elaborada pelo autor.

=
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ANTAGENS DAS ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

1. Estruturas mais seguras: ha uma redistribuicao maior das tensdes devido a rigidez da
estrutura. Quando um elemento da estrutura esta sendo muito solicitado, ele redistribuird
a tensdo para os elementos ao seu redor, pois havera uma redistribuicao

dos momentos.

2. Menor deslocamento transversal com maior rigidez: devido a maior rigidez da estrutura
por causa do menor grau de liberdade, ocorrera uma melhor distribuicao dos esforgos,
assim como tensdes menores (Figura 1.8).

rigura 1.8 ‘-_:::Z"“’"liﬁf-;’-l“a-;:f:{: de geformacao da estrutura hiperestatica e isostatica
I-'l ral
R —— F— L
- —
! T )
h
Ilu" |
| Y
Estrutura Hiperestatica { Estrutura lsostatica \l
.'I |
b
.-'l. '1|I
", x » - :
.":Irx.".r .":Ir-'.r.r e ih
n=2 n=2 n=2 r="1

Fonte: elaborada pelo autor,

Quando as colunas sao muito mais rigidas do que a viga que se apoia nelas, a rotacao

em suas extremidades é pequena, ficando préxima a uma viga bi engastada. i
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

"3. Economia de material: as vigas continuas (caso (a) da Figura 1.9), apesar de
apresentarem momentos negativos maiores nos apoios, tem momentos positivos
menores no meio do vao e, consequentemente, isso gerarauma economia de material. Ja
as vigas simplesmente apoiadas (caso (b) da Figura 1.9) apresentam momentos fletores
maiores no meio do vao e maior gasto com material, o que significa vigas de secdes
maiores e maior peso sendo descarregado na fundacao.

Figura 1.9 | Deformada: (a) viga continua; (b) viga rotulada no apoio central

300 m S 300 m

300 m - 3.00 m

.
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DESVANTAGENS DAS ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

1. Modelos de calculo mais complexos: devido a complexidade dos modelos de calculo,
pode-se gerar algumas dificuldades na analise estrutural e em projeto.

2. Devido a recalques dos apoios podem surgir problemas significativos: caso ocorra
algum tipo de recalque nos apoios, devido a maior rigidez da estrutura, isso pode
acarretar mudancas nos valores de momento fletor e torcer, no esforgo cortante,
nas forcas de reacao e nos esforcos normais dos elementos estruturais.

3. TensOes nao consideradas podem gerar variagdes significativas:

tensOes geradas devido a ma execucdo do material ou a variagdes de temperaturanao
consideradas, podem gerar uma modificacao da posicao relativa do elemento, o que
geraravariacoes nos esforcos atuantes ao longo da estrutura.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

ESTRUTURAS EXTERNAMENTE HIPERESTATICA
As estruturas externamente hiperestaticas sao aquelas em que o numero de
reacoes e maior do que as equacoes de equilibrio da estatica (Figura 1.10).

Figura 1.10 | Exemplo de estrutura externamente hiperestatica

- 2

Total: n=4

al A
n=2 n=2

Fonte: elaborada pelo autor.

As estruturas externamente hiperestaticas sdo aquelasque apresentamo
numero de reacdes de apoio superioratrés

=
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

ESTRUTURAS INTERNAMENTE HIPERESTATICA

Apesar de a estrutura ser isostatica externamente, caso nao seja possivel determinar os
esforcos das secoes ao longo da estrutura, utilizando as equacdes de equilibrio da estatica,
esta estrutura e consideradainternamente hiperestatica (Figura1.11).

Figura 1.11 | Exemplo de estrutura internamente hiperestatica

Segao S:

S e

T
LS

P
[

Total: n=3
n=2

=
1l
el

Fonte: elaborada pelo autor.

As estruturasinternamente hiperestaticassao aquelas que apresentamtodas as reacoes de
apoio conhecidas, entretanto, devido a geometria de sua estrutura, um conjunto de barras

nao articulado entre si, formam uma poligonal fechada.
Y

A
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GRAU HIPERESTATICO

O grau hiperestatico da estrutura e determinado somando-se o grau hiperestaticointernoe
externo.

Ao se retirar determinadas reacdes, seguindo certos critérios, as estruturas hiperestaticas
continuama ndo apresentar quaisquer movimentos, portanto, estaveis. Assim, o grau de
estaveis e igual ao numero de reacdes que pode ser suprido, ate que a estrutura

se torne isostatica.

Dessa forma, para a estruturaisostatica, que tem grau de isostatica nulo, podem ser
utilizadas as equacdes de equilibrio da estatica.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

As estruturas cujo n® de reagdes ¢ superior ao necessirio para manter o
equilibrio. Para a resoluc¢io de problemas deste tipo, é feita escolha criteriosa para
a retirada dos apoios de maneira que a estrutura permaneca em equilibrio,
tornando-se assim uma estrutura estivel.

O grau de Hiperestaticidade é igual ao n°® de reagbes que devem ser

retiradas para se tornar um problema isostatico, assim facilitando a solugio.

T | _.J._l.._
L l

E strunur e Pperestatica - grau Oe hperestatodade = | E strutura hiperestanca - grau de
hiperestatodade = 2

.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

i

As vigas com um grau hiperestatico sao definidas em funcao de suas reacdes de apoio
e suas rotulas.
A formula dada para encontrar o grau hiperestatico (g) de uma viga e dada por

g=R—-(E+r)

As rotulas geram equacdes extras e sao somadas as equacgoes de equilibrio da

estatica.
R: reacdes de apoio

Reactes de apoio Numeros de graus de

. ~ T Nome do vinculo Simbolo provocadas mobilidade retirados
E: equacdes de equilibrio pelos vinculos pelo vinculo (n)
da estatica (=3) |

Apoio movel fl,. 1
Apoio fi I H%‘ 2
OO MHO Y
'’ niumerode
, M
rotulas |
Engaste I_L}.-j' 3
A T,
Y
e
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

g=R-(E+r)

As vigas sao estruturas fundamentais nas construcdes. Como vigas com
um grau hiperestatico (Figura 1.16 e 1.17), podemcos ter:

Figura 1.16 | Exemplo 1 - viga com um grau hiperestatico

AN A © A AN

Fonte: elaboraca pela autora.

R=2+1+1+1=5
E=3

r=1
g=5-(3+1)=1

|
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

g=R-(E+r)

Figura 1.17 | Exemplo 2 — viga com um grau hiperestatico

ay ay yay
A B c
Fonte: elaborada pela autora.
R=2+1+1=4
E=3
r=0
g=4-(3+0)=1

-
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PORTICOS COM UM GRAU HIPERESTATICO

Pdrticos sao estruturas formadas por barras horizontais, verticais e/ou inclinadas,
gue formam quadros entre si. Os porticos sao amplamente utilizados nas
construcodes civis, principalmente em edificios. A maioria dos arranjos estruturais
utilizados sao hiperestaticos. Para os porticos, de modo geral, o grau de
hipergeométrica e dado pela formula:

g=R—-(E+r)
Onde:
R: reagdes de apoio.

E: equacgdes de equilibrio.

r: numero de equacoes referentes a rotula, dado pela formula:
r =(barras conectadasaroétula) — 1

pil:égoras
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

« C

R=3+2=5
E=3
r=1 —(2-1)

g=5-{3+1)=1

R : reagdes de apoio.
E: equacgdes de equilibrio.
r: numero de equacoes referentes a rotula,

dado pela formula:
r =(barras conectadasarotula) — 1

g=R—-(E+r)

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

R : reagdes de apoio.

' ¢
\ r=(3-1) =2 E: equacdes de equilibrio.
r=(2-1) =1
\ / r: numero de equagodes referentes a rotula,
Bﬂf \E' ¢ dado pela formula:

“ r =(barras conectadasa rétula) — 1

;'.E
-
(2-1) R=3+2+2=T
E-3
g=R-(E+r) r=1+2=3

g=7—(3+3) =1
%
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Método dos deslocamentos
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TRELICAS COM UM GRAU HIPERESTATICO

As trelicas sao amplamente utilizadas em coberturas, pontesetc. Para determinacao
do grau hiperestatico, as incognitas a serem resolvidas nas trelicas sao:
e Numero de barras (b).

* As reacdes nos apoios em funcaodo tipo de vinculo (R), dadas

Parauma estruturaisostatica, a soma destasincégnitas deve ser igual a duas vezes
o0 numero de nos:

Sendo que n e o numero de nos.
Isso significa que para cada no da estruturateremos duas equacgdes.

R+b=2%"n
O grau de hiperestaticidade e dado por: g=(R+b)=(2*"n)

Quando g = 1, a estrutura sera uma vez hiperestatica.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

As trelicas podem ser externamente hiperestaticas (Figura1.21)
Figura 1.21 | Trelica externamente hipenestatica

I B - b -'}

i l". *

Fornie: saboreda pela snar

Seguindo a formula dada, podemos verificar as diferencas dos tipos de
trelica com um grau de hiperestaticidade: Fedidad

bh=13
n=8-=2n=16
g=(4+13)=(2"8)=1

A incégnita para este casoe a reacao de apoio, portanto, a estrutura e externamente
hiperestatica.

g=(R +b)-(2" n)

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

As trelicas podem ser internamente hiperestaticas

Figura 1.22 | Trelica internamente hiperestatica

¥ i ' ]

ik } ¥ 13

Fonia: alaboreda H% a0 Ma T

au ., n

Neste caso especifico, as barras que se cruzamem “x” apenas se cruzam,
mas nao estao ligadas entre si, sendo barrasindependentes.

R=14+2=3

b=14
n=B-=2n=16
g=(3+14)-(2*8) =1

g={(R +b)=(2"n)

A incognita para este caso sao os esforcos nas barras, portanto, a estruturae
internamente hiperestatica

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

raus de hiperatividade diferentes em funcao das possiveis nés de um portico
Qual e a principal diferenca entre as estruturas apresentadas? O que isso acarreta?

Figura 1.24 | Croquis de estruturas

a) Croqui 01 b) Croqui 02

?.'-!I'.'-".'A T

Fonte: elaborada pela autora.

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Resolucio da situacdo-problema
A forma que as rotulas sao colocadas na barra e fundamental para a determinacao do grau
hiperestatico

No primeiro croqui, o calculo hiperestatico e dado por:

a) Croqui 01

r: numero de equacoes referentes a rotula, dado pela
formula: r = (barrasconectadas arotula) —1

E R=3+2+2=7
_*T E=3
g=R-(E+r) r=1+2=3
| E g=7-(3+3)=1
—>,-f-d.-
I T

.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

No segundo croqui, o calculo hiperestatico e dado por:

}v‘

b) Croqui 02
C
r=2-1=1 R=3+2+2=7
E D i E=3
=2 1=1FP—2..
r=2-1=1 T F=1+1=2 g=R-(E+r)

g=7-(3+2)=2

G !
T

Conclui-se gue no primeiro croqui a estrutura e uma vez hiperestaticae no
segundo croqui, duas vezes hiperestatica. Issoindica gue o segundo modelo
estrutural apresentara deformacdes menores para um mesmo carregamento.

Ou seja quanto menor o grau de hiperatividade menos deformacdes a estrutura

<
apresentard b
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DEFINICAO DE ESTRUTURAS COM MULTIPLOS GRAUS HIPERESTATICOS

Uma estrutura e considerada com multiplos graus de hiperestaticidade quando o
numero de reacdes desconhecidas excede o numero das equacodes de equilibrio da
estatica, e estadiferenca e superior a 1. e se, uma vez conhecida as reacdes, for
impossivel

determinar os esforcos das secdes ao longo da estrutura utilizando as equacdes de
equilibrio, entdo, a estrutura e hiperestaticainternamente e pode ter este grauigual ou
superior a 1.

Vigas com multiplos graus hiperestaticos

As vigas com multiplos graus hiperestaticos sao definidas em funcao de suas reacdes de
apoio e suas rotulas. As rotulas geram equagdes e sao somadas nas equacoes de
equilibrio da estatica.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS
rmula dada para encontrar o grau hiperestatico (g) de uma vigae dadapor: g=R-(E+r)

R: reagdes de apoio.
E: equacdes de equilibrio da Estatica (=3).
r: numero de rotulas.

As vigas sao estruturas fundamentais nas construcdes. Como vigas com
multiplos graus hiperestaticos (Figura 1.27 e 1.28), podemaos ter:

Figura 1.27 | Exemplo 1 — viga com quatro graus hiperestaticos

e AN 7 Al
A B C D

Fonte: elaborada pelo autor.
R=2+2+2+2=8
E=3
r=1
g=8—-(3+1)=4

Figura 1.28 | Exemplo 2 — viga com trés graus hiperestaticos

B R o
= B c
Fonte: elaborada pelo autor. R=24+24+2=686
E=3

r=0 ﬁ\

g=6—-(3+0)=3 pitdgoras



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

PORTICOS COM MULTIPLOS GRAUS HIPERESTATICOS
Pérticos sdo estruturas formadas pela combinacdo de barras horizontais, verticais e/ou

inclinadas entre si. Os porticos, como o da Figura abaixo, sao amplamente utilizados nas
construcodes civis, principalmente em edificios.

A maioria dos arranjos estruturais utilizados e
hiperestatica. Para os poérticos, de um modo geral, o
grau de hipergeométrica e dado pela formula:
g=R-(E +r)

Onde:

R: reacdes de apoio.

E: equacdes de equilibrio.

r: numero de equacdes referentes a rotula, dado pela
formula:

r =barras conectadas aroétula - 1

Porticode entrada— Brandemburgo Gate

¥
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

)s pdrticos podem ter multiplos graus de hiperestaticidade), mas com diferentes arranjos
estruturais.

Quando o arranjo estrutural apresenta um anel fechado, este acrescentara mai
incégnitas ao numero de apoios, exceto no caso de trelicas.

R=3+2+2=7

_ / QZR—(E-i-r) E=3
n=3 r=0
g=7-3=4

r: numero de equacodes referentes a rotula, dado pela

formula: r = (barras conectadas arotula) — 1
n=2 n=2

.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

ELICAS COM MULTIPLOS GRAUS HIPERESTATICOS

" ‘a

As trelicas sdao amplamente utilizadas em coberturas, pontes, edificacdes etc. (Figura 1.32).

Paradeterminacaodo grau hiperestatico, as
incégnitas a serem resolvidas nas trelicas sao:
e Numero de barras (b).

¢ As reacdes nos apoios em funcao do tipo de
S vinculo R.

"" \?"? \R Y NPT m | e Parauma estruturaisostatica, asoma destas
\ L) A ?‘“‘;"I‘v“\l SN  incOgnitas deve ser igual a duas vezes o

o TR £1e = I B numerodenos: R+b=2"n

Sendo: n e o numero de nos.
Isso significa que para cada no da estrutura
teremos duas equacoes.

O grau de hiperestaticidadee dado por: g=(R+b)-(2*n)

Quando g = 1, a estrutura sera uma vez hiperestatica.

W
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

seguindo a formula dada, podemos verificar as diferengas dos tipos de trelica com dois
- graus de hiperestaticidade:

g=(R+b)-(2"n)

R=2+2=4

b=14
n=8-2n=16
g=(4+14)-(2*8)=2

aaaaa

A incognita para este caso e a reacao de apoio e uma das barras
centrais, portanto, a estrutura, e duas vezes externamente hiperestatica

=
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

ou ., n

Neste caso especifico, as barras que se cruzamem “x” apenas se cruzam, mas nao estao
ligadas entre si, sendo barrasindependentes.

R—1+2-3
o b=23
=(R+b)-(2*n

g=(R+b)-(2"n) n=12 —2n—24

g=(3+23)-(2%12)=2

A incognita para este caso sao os esforgos nas barras, portanto, a estrutura e duas vezes
internamente hiperestatica. i

pitagoras



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

METODO DAS
FORCAS E
DO DESLOCAMENTO



PRINCIPIO DO TRABALHO VIRTUAL (PTV)

Quando um ponto material submetido a uma forca F apresenta um deslocamento d na mesma
direcdo da forcaF, essa forcarealiza um trabalho dado por: U=F.d

Assim, ao aplicarmos forcas externas em um determinado corpo, ele se deformara,
apresentando deslocamentos nos pontos de aplicacdo das forcas externas. Dessa forma,
essas forcas externas irao realizar um trabalho externo (Ue), que, pelo Principio da
Conservacao de Energia, sera convertidoem energia de deformacao, a qual e armazenada
na estrutura quando esta se deforma. Essa energia de deformacao, que também pode ser
chamada de trabalhointerno ( Ui), e liberada com a retirada das forcas externas atuantes
no corpo, fazendo com que o corpo retorne a sua configuracao indeformada, caso nao seja
excedido o limite elastico do material. O Principio da Conservacao de Energia e a base do
Principio do Trabalho Virtual, e pode ser expresso matematicamente por: Ue =Ui

A Principio do Trabalho Virtual pode ser utilizado para determinar um deslocamento ou uma
inclinagcdao em um ponto de uma estrutura qualquer. Para compreender melhor esse
principio, tomemos um corpo submetido a um conjunto de forcas externas, conforme a
Figura2.2a. As forcas externas P1, P2 e P3 irdo provocar esforcos internos finos varios
pontosinternos ao longo do corpo, que em uma estrutura convencional, como uma trelica,
uma viga ou um portico, sao os esforcos normal, cortante, momento fletor e momento
torcer. Consequentemente, o corpo ira se deformar, apresentando deslocamentos externos
D.nos pontos de aplicacdo das forcas externas e deslocamentos internos d nos diversos
pontosinternos ao longo do corpo. pitdgoras



As deformacoes reais d , além de serem provocadas por esforcos reais, também
podem ser provocadas por variacoes de temperatura (expansaotérmica ou
dilatacdao térmica) e defeitos de fabricacdo (barras fabricadas com comprimentos
diferentes dos previstos em projeto). Caso esses efeitos reais ocorram, os seus
trabalhosvirtuais internos devem ser somados aos demais trabalhos virtuais
internos no lado direito da equacao do PTV. As deformacgdes reais provocadas por
esses efeitos e seus respectivos trabalhos virtuais internos.

Teoremade Castigliano

Tendo como base o Principio da Conservacao de Energia e os conceitosde energia
de deformacao, o segundo teorema de Castigliano pode ser usado para determinar
o deslocamento (linear ou angular) de um ponto de uma estrutura. Segundo esse
teorema, o deslocamento em um ponto de uma estrutura e igual a primeira
derivada parcialda energia de deformacao em relacdao a uma acao (forcaou
momento) que atua no ponto e na direcdao do deslocamento. Assim, para
determinar o deslocamento no ponto e na direcao de uma forca P aplicada em uma

estrutura emprega ndo esse teorema, temos: A— :"‘)Ur-
P
L M- dx
A= M.
Jo E-l
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APLICACAO DO TEOREMA DE CASTIGLIANO EM UMA VIGA
Como exemplo, iremos determinar o deslocamento vertical na extremidade livre da viga da
Figura 2.3a, que ja foi determinado pela aplicacdao do PTV. Para tanto, devemos aplicar uma
forcavertical P na extremidade livre, conforme a Figura 2.5:

Figura 2.5 | Viga com carregamento real e forca P
Extremidade
15 kKN/m Pl g
—x —
-'_'_'_- o |"" ::::'-

Fonte: elaborada pelo autor.

Primeiramente, determina-se a equacao do momento fletor na viga em relacao a

coordenadax , para o carregamentoda Figura 2.5. Em seguida, encontra-se a derivada
parcial desse momento fletor com relagao a forca P (forca que atua no pontoe na direcao
do deslocamento). Admitindo que tracao no lado de baixo da viga e positiva:

M=—P-x—15-x§ o M=-P.x-T75%

oM _
0P

b
pitagoras



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

nmelramente vamos considerar o estado inicial onde ainda nao foi aplicada a forca P
Ent3o, substituindo o valor da forca P por seu valor real, que neste caso é P =0, uma vez
gue no carregamento original essa forca nao existe:

Modulo de elasticidade longitudinal do material: E=2 x 10

Momentode inercia da secao em relacao ao eixg'de flexao: | =5 x 10
M=>R.x-75x* P=0

M=-75x* —— =X
Aplicando a equacao eorema de Castigliano, temos:
Ly 8
&:[ M~[5‘M X = f [—?,5~12)~{—x)~ ’ de Z
Jo oP) E-I Yo 2-10%-5-10"
4
[TE- x* - dx 1;]5;‘548 = A =0,0768m =76,8mm

1[}5

Fsse & o mesmo valor de deslocamento encontrado atraves do FTV.
Y

Como o deslocamento resultou em um valor positivo, isso significa que A
ele tem o mesmo sentido da forca unitdria, ou seja, para baixo. pitagoras



APLICACAO DO PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS EM TRELICAS

Seu chefe solicitou que vocé determine o deslocamento vertical que ocorre no no C da trelica
da Figura 2.7, que sera utilizada na construcao da cobertura de uma residéncia. Os dados
fornecidos pela sua equipe sao: a area da segdo transversal de cada barra da trelica

e A =400mm?2=4 X10 m2e o, modulo de elasticidade do material empregado na trelica
e E = 20000kN / cm2=2X10 kN / m2.

Como se deseja determinar o deslocamento vertical no
. C no C da trelica, deve-se aplicar uma forca virtual de 1 km
B kN na direcao vertical do no C. Em seguida, pelas trés
equacoes de equilibrio, determinam se as reacoes de
A B apoio, e pelo método dos nds, encontram-se os
esforcos normais que atuam em cada barra, conformea
—  Figura2.8a.Demaneira semelhante, as rea¢des e os
esforcos nas barras da trelica sao determinados para a
trelica com o seu carregamentoreal,

am
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omo se deseja determinar o deslocamento vertical no né C da trelica, deve-se aplicar uma
forcavirtual de 1 kN na direcao vertical do né C. Em seguida, pelas trés equacdes de equilibrio,
determinam se as reacoes de apoio, e pelo metodo dos nds, encontram-se os esforcos normais
que atuam em cada barra, conforme a Figura 2.8a.De maneira semelhante, as reacdes e os
esforcos nas barras da trelica sao determinados para a trelicacom o seu carregamentoreal,

DIAGRAMADEN

DIAGRAMADE N’

0.50 kM
0.50 kM
225 kM
225 kM

(a)

(b)

Como trata-sede uma trelica, consideraremos apenas a parcela referente aos esforgos
normais na equacao do PTV: N . dx

E-A

G

Como N ' e N sdao constantesao longo do comprimento de cada barra, a integral resulta na
seguinte expressao, para cada barrade comprimentoL :

1 i ' '
&C=ﬁ~[N ac Nac -Lac +N'ge- Ngg - Lgg +NAE‘NAE‘LAE} L
. pitagoras



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

< 2

=
™

' 4m i 4m '
GEOMETRIADATRELICA

%
A 0.67
DIAGRAMADE N’ DIAGRAMADEN
z z Z Z
g (a) g c (b) ‘
1 , ‘
Ac =ﬁ'(N ac'Nac “Lac +N'ge-Noe - Lge +N'pg Nyg - Lyg)
Ag = 2.10° 14 10 -[(-0.,83)-3,75-5+(-0,83)-(-3,75)-5 + 0,67 -3-8|= 2,01-10*m = 0,20 1mm

Como o deslocamento vertical no n6 C calculado é positivo, isso indica que ele tem o
mesmo sentido da forca unitaria, ou seja, para baixo.

|
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METODO DAS FORCAS

Definicao do método das forgas

O método das forcas e um procedimento empregado para analisar estruturas
hiperestaticas, permitindo encontrar as suas reacdes de apoio e tragar os seus
diagramas de esforcos solicitantes.

Os métodos de resolucao de estruturas hiperestaticas devem sempre respeitar as
seguintes condicodes:

- Condig0Oes de equilibrio.

- Condi¢Oes de compatibilidade.

- Condicdes que regem o comportamento dos materiais empregados (leis
constitutivas dos materiais).

As condicdes de equilibrio sao satisfeitas quando a estruturase

mantem em repouso, ou seja, quando as rea¢des de apoio e as forcas
atuantes na estrutura estdao em equilibrio. Pararespeitar essas condicoes
no método das forcas, iremos aplicar as equagodes de equilibrio estatico,
ja conhecidas e empregadas na resolucao das estruturasisostaticas.

pitagoras



O comportamento do material e a resposta que ele apresenta quando submetido aos
esforcos que ocorrem na estrutura. Para que o método das forcas respeite o
comportamento dos materiais empregados, iremos considerar que os materiais
possuem comportamento elastico linear e que as deformacgdes estejam dentro do
limite da regiao elastica.

Ja uma estrutura que respeita as condicdes de compatibilidade e aquela que nao
apresenta rompimentos de seus varios segmentos e cuja forma defletida seja coerente
com as restricdes de deslocamentosimpostas pelas vinculacdes de apoio.

Pararespeitar essas condicoes no método das forcas, iremos escrever uma ou mais
equacoes de compatibilidade que garantam o ndao rompimento da estruturaou que
garantam que as deflexdes da estruturarespeitem as condi¢cdes de vinculagao.

O conceito basico do método das forcas consiste em substituir a estrutura hiperestatica
por uma estruturaisostaticafundamental, obtida pela remocao de certasrestricoes,
como a remocao de reacgdes de apoio. Como essa estruturafundamental é isostatica, a
sua analise pode ser feita facilmente pelos métodos ja conhecidos de analise de
estruturasisostaticas.

pitagoras



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Para exemplificar, consideremos a viga apresentada na figura abaixo .

Conforme ja estudado na Unidade 1, essa viga € uma vez hiperestatica, ja que possui
quatroreacdes de apoio (forcavertical e forca horizontal no apoio fixo em A, forca vertical
no apoio movel em B e forca vertical no apoio mdvel em C) e apenas trés equacoes de
equilibrio. Dessa forma, para resolver essa estrutura, precisamos definir mais uma
equacao, resultando em um sistema de quatro equagdes e quatroincégnitas, ou seja, um
sistema com uma unica solugao.

P P
— — Eth —
(a) (b)

A
pitagoras



y

Para encontrar essa equacao adicional, iremos substituira estrutura hiperestatica por
uma estruturaisostatica fundamental equivalente, atraves da retirada de uma das
vinculacdes de apoio e da aplicacao da reacao de apoio correspondente ao vinculo
retirado, conformea Figurab. Paraque essa estruturafundamental seja realmente
equivalente a estrutura hiperestatica, além de aplicar uma forca vertical em B,
correspondentea reacao de apoio, também devemos respeitara condicao de
compatibilidade imposta por esse apoio movel em B, ou seja, a condicaode que o
deslocamento vertical no ponto B deve ser nulo. Esse requisito geometrico nos
permite escrever uma equacao de compatibilidade adicional, que ira se juntaras tres
equacoes de equilibrio, permitindo encontrar as quatroreacdes de apoio e resolver a
estrutura hiperestatica:

iP iP
A B C A Ap=0 C

_—_ ———

54 S5 5—2

(a) (b)

Equacdes de equilibrio Equacao de compatibilidade
NF, =0 Ag=0
>_F, =0
SNM=0 s
— pitagoras
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Meétodo das forgas: vigas

Ja vimos que, para aplicar o método das forcas, devemos montar uma ou mais equacgoes de
compatibilidade. Como iremos utilizar essas equacdes para resolver os problemas de
estruturas hiperestaticas? A resposta desse questionamento passa pelo principio da
superposicao, que é valido para materiais de comportamento elastico linear. Para solucionar
o problema, iremos desmembrar a estruturaisostatica fundamentalem duas ou mais
estruturasisostaticas, que ao serem somadas, resultam na estruturaisostatica fundamental.
Paraesclarecer esse procedimento, iremos considerar a viga ja apresentada na Figura
anterior, uma vez hiperestatica. A sua estruturaisostaticafundamental, apresentada na
Figura abaixo, pode ser desmembrada nos casos (0) e (1), conforme a Figura abaixo, que ao
serem somados, resultam na estruturaisostatica fundamental.

v [
AB=0 ¥ C C A ol C

1 — |- By
A FAY
3

U (1)
e ser nulo, a equacao de compatibilidadefica:

—0 Vamos guardar estas
duas equacoes para
utilizar nos nossos
problemas pitégoras

Equagdo de compatibilidade 0=206+6,B, A




ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Determinar as reacdes de apoio para a viga da Figura 2.12, que possui
E - constante.

Figura 2.12 | Viga com carregamento uniformemente distribuido

5 kM/m
e gLV .
3 A 2
e

— 10m

Fonte: elaborada pelo autor,

Essa viga e uma vez hiperestatica. Para montar a sua estrutura isostatica
fundamental, podemos retirar a vinculagao correspondente  ao

deslocamento vertical no apoio B, obtendo, assim, os casos (0) e (1) da
Figura 2.15.

Figura 2.13 | Casos (0) e (1)

5 KL

IRRIRREERRRTIN U el a
&10 'II-d'-.IT

(0] (1) ﬁ

pudgoras
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0 =6, +6,-B, = B, =_El'

ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Desta forma, termos a seguinte equacao de compatibilidade:

A determinacaoc dos deslocamentos sera feita aplicando o PTV duas vezes,
considerando os carregamentos reais dos casos (0) e (1) apresentados na
Figura 213, e admitindo que o momento que traciona a fibra de baixo
da viga & positivo. A Figura 2.14a representa o PTV do caso (0), com ©
carregamento real e a forca unitaria virtual aplicada em B na direcao do

deslocamento § (vertical).

Figura 2.14 | (a) Carregamento real e forca virtual do caso (0); (b) Carregamento

real e forca virtual do caso (1)

5 kKN/m
pd JLELITTT T

(0) Carregamento real

g
]

-
(0) Forca virtual

(a)

1I-|:I"~.I1A
X i

e

:i- W
1kN T

-~ X I

(1) Carregamento real

:{ "
1kN T

« X :

(1) Forca virtual 3
(b) joras



5 kKN/m
RRRRRRERRRRRIREY

(0) Carregamento real
p

z,ﬁf dx

ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

i '
1kN T

o~ X |

(1) Carregamento real

:{ W
1kN T

= X '

(1) Forca wvirtual
(b)

M'=x

z{ i
1|~'.I*~I1A
—x —|
(0) Forca virtual
(a)
a) Determinagado de 4,
M=-5x-2=-25.x°
2
L 10
A N
6250 .
byp = -, Para baixo[m)]

0 104
CE.Je
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS
b) Determinagao de &,

Ja a Figura 2.14b representa o PTV do caso (1), com o carregamento

real deste caso e a forgca unitaria virtual aplicada em B na direcao do
deslocamento §,, (vertical).

M=M'=x
L ‘M,dx_ 10 x,dx_ 1 0,
to= [ M E-l =, E-l _EJL X dx
&, = 10° para cima|m/kN|
3.E-I

Assim, determinamos as guatro reacdes de apoio, adotando girco anti-
horario positivo:
(®2%0¢ ;) 6250 3-E.1

B — Yo _ _ .
¥ Gy mié’_E_f E-1 10°

— 18,75kN para cima

> F,=0= Ax =0

> M, =0=M, _5.1D.E+13,?5. 10 = 0 = M, = 62, 5kIN.m anti — horario
2

M» F,=0=A, —-5-10 +18,75 =0 = A, = 31,25kN para cima N
¥ ¥ joras
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METODO DAS FORCAS:

O método das forcas também pode ser empregado para resolver porticos hiperestaticos,
como o apresentadona Figura 2.15a. Note que, por se tratarde um portico duas vezes
hiperestatico, foramretiradas duas vinculacdes (momento em A e reagao horizontalem
B) para encontrar a sua estruturaisostatica fundamental, representada na Figura2.15b.
Essas duas vinculagdes retiradas sao duas incognitas do nosso problema, e sao
denominadas de hiperestaticos. Utilizaremos a nomenclatura Xi para indicar os

hiperestaticos (X1=MA, e X2 =BX).

8 KN/m

AT

15 kM

=T — >

8 kN/m

LT

15 kN

Figura2.15 | (a) Portico hiperestatico; (b) Estruturaisostatica fundamental

O método das forcas funciona muito bem quando desejamos resolver estruturas
hiperestaticas comgrau de hiperestaticidade pequeno.

b
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Como foramretiradas duas vinculacdes, a estruturaisostatica fundamental serd obtida
pela superposicao de trés casos basicos:

e (Caso (0), correspondente ao carregamento original;
e (Caso (1), correspondente ao momento unitario aplicado no ponto do hiperestatico X:;
e (Caso (2), correspondente a forca unitdria aplicada no ponto do hiperestatico X-.

Esses trés casos sao apresentados na Figura2.16.
O numero de casos basicos sempre serd igual ao grau de hiperestaticidade mais um.

8 KN/m

[IRRRERINY!

-
15 kN

o

¥
=
LY

()

o
[

[

o011

1 kN 2R,
AN

(1)

Figura2.16 | Casos(0), (1) e (2

O

121

A
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS
, teremos duas equacdes de compatibilidade, resultando em um sistema de duas

guacoes e duas incognitas( X.e Xz ):
By =D:}D='§1n+"511'x1+‘512'x2
-&gzn:"D:‘ﬁzn +§21‘x1+522‘x2

A rotagao g, € o deslocamento §,, sac denominados termos de
carga. Podemos definir um termo de carga como:

b,q - deslocamento ou rotagao na diregao do vinculo associado ao
hiperestatico X,, para o carregamento do caso (0), gue corresponde
ao carregamento original.

Ja as rotacdes &, € &, € 0s deslocamentos &, € &, Sa0
denominados coeficientes de flexibilidade, e sa0 definidos como:

&, - deslocamento ou rotagao na diregao do vinculo associado ao
hiperestatico X, . para o carregamento do caso (j).

Para determinar cada um dos termos de carga e dos coeficientes
de flexibilidade, devemos aplicar o PTV uma vez, o gue, neste caso,
resulta em aplicar o PTV seis vezes:

- &, - @plicar um momento unitario na diregao de X, para o
carregamento do caso (0);

b, - aplicar uma forca unitaria na diregao de Xx,, para o
carregamento do caso (0);

n
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Obtenha o diagrama de momentos fletores para a viga da Figura abaixo

Figura 2.9 | Viga hiperestatica

3 tiim 3 ffim 3 fim

Ullllllll HlUJllillllllllllllllllllD
Ic 2lc AN

Eli CL
||éam se i sleins]

Fonte: elaborada pelo autor,

R=2+1+1+1=5

E=3
g=R-(E+r) r =0

Portanto:g=5-(3+0)=2

|
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS
o trata-se de uma viga duas vezes hiperestaticas, devemos retirar dois vinculos para
ter a estruturaisostaticafundamental, conformea Figura 2.18.

3 tfm 3 tim 3 thm Figura2.18 |
llllllillllllilllllllllllllllilllllllllillllD Estrutura
ﬁ;, lc xat e . o £ :csos(';atlca |
|%5m :>|< 2 m ;>|<: 4m%| undamenta
g=R-(E+r)

CASO 0 correspondenteao carregamento original

| X -
I =
3 fim 3 tiim 3 tiim

LU L L L L DL

o ]
510 mﬂ% %E 520
L L
o 3X17 =25,5tf o
2
Fara o caso (0);
-para 0 < x<17: My =—-255-x+3.X/, =[15.x* — 25,5 x %
pitagoras




ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

SO 1 correspondenteao momento unitario aplicado no ponto do hiperestatico X:

3 t'm 3 thm 3 t'm
AllllllillllHﬁllllllllllllllillllllllllllll -
ra I o 2lc St o

=5 m == 8 m e m =

(1)

611 ~

0,71 ff
2

1,00 17
— >

12,00

17,00 \
1-0,71=0,29

-para><x<1/" M,=0,71.-x—-1.(x—-5)=5-0,29-x ﬁ

pitagoras
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Fara o caso (1):

-paral<x<5 M, =0,71-x




ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

SO 2 correspondentea forcaunitariaaplicada no ponto do hiperestatico X.

3 t'm 3 thm 3 t'm
AllllllillllHﬁllllllllllllllillllllllllllll -
ra I o 2lc St o

=5 m —== 8 m e m =

| X
. . 2. @
51612 ET 12 622
= - 13,00 ":‘ ' =
AN

A
v

1-0,76=0,24

X=(13x1)=0,76
17

Para o caso (2):
-para0O<x<15 M,=0,24-x
-paral3<x<17" M, =0,24-x—1-(x —13)=[13-0,76 - x %

pitagoras




ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Aplicando o PTV para determinar os termos de carga e coeficientes de flexibilidade:

(5% —255.x|.dx

L OMo.de g (155 -255.x).dx .
M. —=[07x.- -+ [ (5-029.x).- A
4 fa N j:: . J; ) E.2.,
! |15 x'-255. x dx B
A
LM M dx 024 |15-f—2&5-x]-dx 0 ng 15 %" —255.x) dx
=, -J; A AL e VR
[15-x' -255x dx -
"' (13-076-x)- o | 14093

E.l E.l m]
c c

%
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=IM1'M1 dx
i E-:l

i
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iy = [, M, £

ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

+[(5-029.x).

M -.d.'l' =J:n.24'

Ji:ﬂﬁa 0,76- x)

fﬁ—ﬂ.Eﬂ-x]-dx

: 0,71 x-dx  p*
= [To71x EL + [ (5-029.x)

(5-0,29.x)- dx

E.2.,

4? [}

E.L

El,

[E—D.Eﬂ-x]-dx

(M)

w W 3
x_ﬂ.ﬂ X-dx +L1 0.24 ..

(5-0,29.x) dx

E-21,

31 61

I

[mf J

+

+

|
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

ﬁﬂ=ﬁiﬂz M, d'.'l_'=

b=

X) (13-0,76-x)-dx |35861 .

17
+ (13076, =0 - Ex

¥
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

As duas equacdes de compatibilidade e o sistema de duas equacgdes e duas incognitas sao:

Al =0 = 0=0,+06,-X,+6, X,

Ag =0 = ﬂ=52ﬂ-|—521~x1-|—522~x'2

w
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do o sistema de duas equacdes e duas incégnitas, o termo E Ice x e cancelado, e
ram-se os valores dos dois hiperestaticos. Posteriormente, através das equacdes de
ilibrio, determinam-se as trés reacdes de apoio restantes. O ultimo passo consiste em tracar
s diagramas dos esforcos solicitantes.

CALcoto OE Xy € X2

ERU Hpd L
“ 0= Swo +(Bu-T1) H{Ez-Z=/
&S i page ey e W oeser )i Cgf?é/-"@—)
oy = o levee = @1,5/,9:2)_7/
47 79

-
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS
3 Hfim 3 tifm 3 tfim

o LT O LT

_.ﬁ_D

o N ;{11‘ e ;-::-.T I

=5 :_—:, 8 m i::: 4 m :::-

A Dy
)(1 =Er =225 Ii =G1-' =19,50¢f

Y F=0 = A=0
YM, =0 = -3.17°/42261.5+1959-13+D,17=0 = D, =3901f

YF=0 = -317+A +2251+1969+39=0 = A =5if

|
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METODO DOS DESLOCAMENTOS

O método das forcas funciona muito bem quando desejamos resolver estruturas
hiperestaticas comgrau de hiperestaticidade pequeno.

Quando estamos trabalhando com estruturas com grau de hiperestaticidade
maior, esse método fica muito trabalhoso. Sao nessas situacdes que o método
dos deslocamentos passa a ser mais vantajoso, principalmente quando
desejamos implementar esse método em um programa de computador para
resolver a estrutura mais rapidamente. Essa vantagem se da pelo fatode o
método dos deslocamentos trabalhar com solugdes fundamentais ja conhecidas,
como iremos ver nesta secao, facilitando a programacao computacional desse
método. Por esse motivo, o método dos deslocamentos e a base de muitos
programas computacionais que realizam a analise de diversos tipos de
estruturas.
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No método dos deslocamentos, também utilizaremos a superposicao de casos basicos,
gue ao serem somados, resultam na estruturaoriginal. No método das forcas, e feita a
superposicao de uma serie de casos basicos que satisfazem as condicdes de equilibrio, e
as condicoes de compatibilidade sao respeitadas escrevendo-se uma serie de equacgdes
de compatibilidade. Jd no método dos deslocamentos, e feita a superposicao de uma
serie de casos basicos que respeitam as condicdes de compatibilidade, e as condigdes de
equilibrio sao respeitadas escrevendo-se uma serie de equacdes de equilibrio.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

A primeira etapa do método dos deslocamentos consiste em identificar quais sao os
deslocamentos desconhecidos em cada no da estrutura. No caso da Figura 2.24a, como 0s
nos A e C sdo engastes (rotacdo e deslocamentos vertical e horizontal impedidos), os Unicos
deslocamentos desconhecidos sao os deslocamentos vertical, horizontal e a rotacadono no
B. Esses deslocamentos desconhecidos, que chamaremos de dissociabilidades, sao
incdgnitas do nosso problema, e estao desenhados na Figura 2.24b, segundo a convencao

de sinais positiva indicada. Essa sera a convencao de sinais que adotaremosem todo o
método dos deslocamentos.

Figura2.24 | (a) Pértico hiperestatico; (b) Dissociabilidades; (c) Sistema hipergeométrico
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A seguir, devemos fazer a superposicao de casos basicos, em que cada um desses casos sao
solucdes cinematicamente determinadas, ou seja, sao configuracdes deformadas conhecidas.
Assim, cada um dos casos basicosisola o efeito que o carregamento e que cada uma das
dissociabilidades provoca na estrutura. O ponto de partida para a determinacao dos casos
basicos e a definicao do sistema hipergeométrico, representado na Figura 2.24c, que nada
mais e do que a estruturaoriginal com todos os deslocamentos nodais impedidos através da
adicao de apoios ficticios. A superposicao dos casos basicosesta representada na Figura 2.25,
na qual e possivel notar que a soma da configuracao deformada de cada caso resultana
configuracao deformada da estrutura original.

UL, [T,
o orginal o (0)

D1
H

=

FAXES

1)

b
§

~I| &

[

e

B,
gt}
3
+ [ D3
2) 3)

E possivel notar que o caso (0) isola o efeito do carregamento em cada barra da

estrutura, considerando a atuacao desse carregamento no sistema hipergeométrico. Ja

os casos (1), (2) e (3) isolam o efeito de cada uma das dissociabilidades, liberando

apenas um dos deslocamentos desconhecidos e mantendo todos os demais impedidos.
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A'seguir, deve-se resolver cada um dos casos basicos. A resolucdo do caso (0) consisteem
determinar as reacdes nos apoios ficticios ( bi0 ) provocadas pelos carregamentos,
representadas na Figura 2.26a. Aresolucao dos demais casos consiste em determinar as

forcas ou os momentos que devem ser aplicados nos apoios ficticios (Kij ) para

manter a configuracao deformada quando se aplica um deslocamento unitario na direcao
e no sentido da dissociabilidade liberada. Como estamos trabalhando com materiais

elastico-lineares, podemos multiplicar cada valor de Kij pela dissociabilidade

correspondente ao caso analisado, e assim encontrar essas forcas ou momentos nos
apoios ficticios, quando essa dissociabilidade é aplicada, de maneira analoga, ao
procedimento adotado no método das forcas. Na Figura 2.26b, estdao representadas as
forcasKij do caso (1).

—

Bro

L

e

RERERARAN
e

& [Fso
BP0

(a)

‘I
e
Ko | Kzt E
THE‘I
i

(b)

+ [g

Figura2.26 | (a) Reacdes nos apoios ficticios para o caso (0); (b) Forcas nos apoios

ficticios para o caso (1)
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

A seguir, deve-se restabelecer as condicdes de equilibrio. Como o0 no que possui as
dissociabilidades deve estar em equilibrio, a resultante de forcas e de momentos nesse

no deve ser nula. Assim, resolvendo o sistema de trés equacdes e trés incognitasa
seguir, determinam-se os valores das dissociabilidades D., D:e Ds.

Y F,=0= 85 +Kyq-Dy+Kiy Dy + Kz -Dy =0
Y M=0= 835 +Kyqy-Dy+Kyp- Dy + Kgg - Dy = 0

Y M=0= G5 +Kas-Dy+Kzp- Dy + Kgg - Dy = 0

.
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'METODO DOS DESLOCAMENTOS: VIGAS

Agora que ja sabemos quais sao as etapas do método dos deslocamentos, vamos analisar
com mais detalhes o seu emprego no caso de vigas hiperestaticas. Porem, paraa
utilizacao desse método, temos que determinar os valores das reacdes de apoio ficticias (
bioe Ki;) para diversas situacoes. As reacdes nos apoios ficticios do caso (0) sao chamadas
de termos de carga b, e sao definidas como: b : reacao de apoio ficticia associadaa
dissociabilidade Di, quando o carregamento original atua isoladamente no sistema
hipergeométrico.

Essas reacdes de apoio de cada barra podem ser calculadas utilizando-se, por exemplo, o
método das forcas, supondo que o carregamento atua em uma barra engastadaem
ambas as extremidades, ou seja, essas sao as reacoes de apoio das situacoes de
engastamento perfeito, e seus valores sdo tabelados para cada tipo de carregamento,

ou seja, sao solucdes ja conhecidas. A Figura 2.27 apresenta esses valores para alguns
tipos de carregamentos.

P Pl/8 ly Pl/8
1 H 1 r';- 1 ﬂ k
3 i R i 3

Ph/l 1 Pa/l - »in
':7”%#7!4:' ﬁ EL.{E s f;':l!fff

Figura 2.27 ReacOes de engastamento perfeito para algumas situacoes de carregamentos il
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METODO DOS DESLOCAMENTOS

O método das forcas funciona muito bem quando desejamos resolver estruturas
hiperestaticas comgrau de hiperestaticidade pequeno.

Quando estamos trabalhando com estruturas com grau de hiperestaticidade
maior, esse método fica muito trabalhoso. Sao nessas situacdes que o método
dos deslocamentos passa a ser mais vantajoso, principalmente quando
desejamos implementar esse método em um programa de computador para
resolver a estrutura mais rapidamente. Essa vantagem se da pelo fatode o
método dos deslocamentos trabalhar com solugdes fundamentais ja conhecidas,
como iremos ver nesta secao, facilitando a programacao computacional desse
método. Por esse motivo, o método dos deslocamentos e a base de muitos
programas computacionais que realizam a analise de diversos tipos de
estruturas.
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No método dos deslocamentos, também utilizaremos a superposicao de casos basicos,
gue ao serem somados, resultam na estrutura original. No método das forcas, e feita a
superposicao de uma serie de casos basicos que satisfazem as condicdes de equilibrio, e
as condicOes de compatibilidade sao respeitadas escrevendo-se uma serie de equacdes
de compatibilidade.Ja no método dos deslocamentos, e feita a superposicao de uma
serie de casos basicos que respeitam as condicdes de compatibilidade, e as condi¢gdes de
equilibrio sao respeitadas escrevendo-se uma serie de equacdes de equilibrio.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

A primeira etapa do método dos deslocamentos consiste em identificar quais sao os
deslocamentos desconhecidos em cada no da estrutura. No caso da Figura 2.24a, como 0s
nos A e C sdo engastes (rotacdo e deslocamentos vertical e horizontal impedidos), os Unicos
deslocamentos desconhecidos sao os deslocamentos vertical, horizontal e a rotacadono no
B. Esses deslocamentos desconhecidos, que chamaremos de dissociabilidades, sao
incdgnitas do nosso problema, e estao desenhados na Figura 2.24b, segundo a convencao

de sinais positiva indicada. Essa sera a convencao de sinais que adotaremosem todo o
método dos deslocamentos.

Figura2.24 | (a) Pértico hiperestatico; (b) Dissociabilidades; (c) Sistema hipergeométrico
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|,r;""glvevemos fazer a superposicao de casos basicos, em que cada um desses casos sao
¢Oes cinematicamente determinadas, ou seja, sao configuracdes deformadas conhecidas.
- Assim, cada um dos casos basicosisola o efeito que o carregamento e que cada uma das
~dissociabilidades provoca na estrutura. O ponto de partida para a determinacdo dos casos

basicos e a definicao do sistema hipergeométrico, representado na figura 2.24a, que nada
mais € do que a estrutura original com todos os deslocamentos nodais impedidos através da
adicao de apoios ficticios. A superposicao dos casos basicos esta representada na Figura 2.25,
na qual e possivel notar que a soma da configuracao deformada de cada caso resulta na
configuracao deformada da estrutura original.

‘rrrrrrnrorn 4 7 \
7P B ) Kj& ‘ . R
| 19
” (a) - (b) {c)
B [DE]
llllllllll; Ibﬁi“““lui ﬂ% E {!
o original - (0) o (1) (2)

Figura2.24 | (a) Pértico
hiperestatico; (b)
Deslocabilidades; (c)
Sistema hipergeométrico

Ds Figura2.25
| Superposic
D ao dos casos
3 V4 .
basicos
(3)

E possivel notar que o caso (0) isola o efeito do carregamento em cada barra da estrutura,
considerando a atuacao desse carregamento no sistema hipergeométrico. Ja os casos (1), (2) e
(3) isolam o efeito de cada uma das dissociabilidades, liberando apenas um dos deslocamentos
desconhecidos e mantendo todos os demais impedidos.
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eguir, resolvemos cada um dos casos basicos. A resolucdao do caso (0) consisteem determinar
"as reacdes nos apoios ficticios (Bi0: B10,B20, B30 ) provocadas pelos carregamentos,
representadasna Figura 2.26a. A resolucao dos demais casos consiste em determinar as forcas
ou 0s momentos que devem ser aplicados nos apoios ficticios (Kij ) para manter a configuracao
deformada quando se aplica um deslocamento unitario na direcao e no sentido da
dissociabilidade liberada. Como estamos trabalhando com materiais elastico-lineares, podemos
multiplicar cada valor de Kij pela|dissociabilidade correspondente ao caso analisado, e assim
encontrar essas forcas ou momentos nos apoios ficticios, quando essa dissociabilidade é
aplicada, de maneira analoga, ao procedimento adotado no método das forcas. Na Figura 2.26b,
estdo representadas as forcas Kij do caso (1).

R llllllllllt

Figura2.26 | (a) Reacdes nos apoios ficticios para o caso (0); (b) Forcas nos apoios
ficticios para o caso (1)

Bi0 : Reacdo de apoio ficticia associada a deslocabilidade Di , quando o carregamento

original atuaisoladamente no sistema hipergeometrico. N
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

A seguir, deve-se restabelecer as condicdes de equilibrio. Como 0 nd que possui as
dissociabilidades deve estar em equilibrio, a resultante de forcas e de momentos nesse

nod deve ser nula. Assim, resolvendo o sistema de trés equacdes e trés incognitasa
seguir, determinam-se os valores das dissociabilidades D., D:e Ds.

Y F,=0= 8, +K-D;+ KDy +Ky3-Dy =0

Y M=0= 855 +Kgqy-Dy+Kyp- Dy + Kgg-Dy = 0

YM =0 = B20+K21 D1 +K22 D2 +K23 D3 =0

=
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ETODO DOS DESLOCAMENTOS: VIGAS

Agora gque ja sabemos quais sao as etapas do método dos deslocamentos, vamos analisar
com mais detalhes o seu emprego no caso de vigas hiperestaticas. Porem, paraa
utilizacao desse método, temos que determinar os valores das reacdes de apoio ficticias
(Bi0 e K;) para diversas situacdes. As reacoes nos apoios ficticios do caso (0) sao
chamadasde termos de carga B i0, e sao definidas como: Bi0 : reacao de apoio ficticia
associada a dissociabilidade Di, quando o carregamento original atuaisoladamente no
sistema hipergeométrico.

Essas reacdes de apoio de cada barra podem ser calculadas utilizando-se, por exemplo, o
método das forcgas, supondo que o carregamento atuaem uma barra engastadaem
ambas as extremidades, ou seja, essas sao as reacoes de apoio das situacoes de
engastamento perfeito, e seus valores sao tabelados para cada tipo de carregamento,

ou seja, sao solucodes ja conhecidas. A Figura 2.27 apresenta esses valores para alguns
tipos de carregamentos.

J’rth ,H:' P Pa’b /I’
p /s ly P ;s l X
2 e G (Jlllulll T muﬁ \
b Fafl w«’fm b)/P fm’ (a+3b)/F
/ t— i ste—bh—= [ % _;lr { ” / b /
I [ > |2 —=ke—112 e ,. ﬁ— ="+E— —j
Reagc“)ss d.e aF;Oil(Z dlevidz ad Reacdesde apoio devido acarga Reacoesde apoio devido a Reacdes de apoio devido a carga
carga norizontaldesiocada do concentrada no meio do vao carga distribuida concentrada deslocada do centro

centro

Figura 2.27 ReacOes de engastamento perfeito para algumas situacdes de carregamentos B
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Ja as forcas ou momentos que
aparecem nos apoios ficticios dos
demais casos sao chamadas de
coeficientes de rigidez globais K, estao
definidas como:

Ki: forcaou momento na direcaoda
deslocabilidade Di, que surge quando
apenasum deslocamentoDi=1e
aplicado. Os valores dos coeficientes
de rigidez globais sao obtidos
somando-se os coeficientes de rigidez
locais das barrasadjacentesa um
mesmo no. A unidade do coeficiente
de rigidez e dada pela unidade da forca
ou momento, dividida pela unidade da
deslocabilidade unitaria aplicada.
Novamente, os valores dos
coeficientes de rigidez locais sao
solucdes ja conhecidas, e seus valores
sao tabelados para cada tipo de
deslocamento, conforme apresentado
na Figura 2.28 para algumas situacoes.

ﬁﬁﬁﬁﬁﬁ
-
-

l6E1 /17|

(oE1 /17

i

(121 /1)

(4EL /1)

(6E1 /1)

(EA /1) (EA /1)
ALY e A A
-
| | ‘I
= ! =
(12E1 /13
GEI/P) o e )
g____--*" 6EI /17
(12E1 /1)
- ! -
&'ﬁ”ﬂ (4EI /1)
= "'Ql)
(2EI f1) T

(6EI /17

Figura 2.28 | Coeficientes de rigidez locais para
algumas situacoes de deslocamentos
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Os passos para a utilizacao do método dos deslocamentos sao:
- Determinar as deslocabilidades de cada no, no sentido positivo.

- Definir o sistema hipergeometrico, resolver o caso (0) e encontrar
cada .

- Resolver os demais casos basicos, aplicando deslocamentos unitarios
isolados para encontrar cada K.

- Montar o sistema de equacodes de equilibrio, resolver e determinar
cada D..

- Determinar os esforcos na extremidades das barras e tracar os diagramas.

b
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Jeterminar a rotagdo do apoio B da viga da Figura2.29a, que possui E.| 10 kN.m2 , trace o
diagrama de momento fletor e determine as recoes de apoio.

D+

] : 8 4 :
Ta AV 61

6m—=|
(a) (b)

Ei Figura2.29 | (a) Viga; (b) Deslocabilidade

T,
=

Como o unico deslocamento nodal desconhecido é a rotacao do apoio B, temos apenas uma
deslocabilidade D:, conforme a Figura 2.29b. Assim, teremos apenas os casos (0) e (1),

representados na Figura 2.30. M [T Dr RDE
. n A
bi = [i_Ex
2 | h
= + +
v T A T T )
<
ml Bio K11

Liﬁ..ﬁ.’i
Yo ELEEL
-
—
. '>

B
caso (0) caso (1)

=

Figura2.30 | Casos(0)e (1) pitagoras



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS
0 : Usamos o carregamento original para definirmos o sistema hipergeométricoe

contrarmos a reac¢ao 10 no apoio que no caso é o momento fletor.

" Pela Figura 2.27 podemos determinar o valor de 55, que € a reagdo de
momento no apoio direito {MEAD]I de uma viga bi-engastada submetida
a urma carga concentrada no meio do vao, alem do valor da reacao e

momento no apoio esquerdo (Mg ): El

P

B
JA : 7@7

A dissociabilidade D1
esta no apoio da .‘@
direita

=

pitagoras



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS
CASO 1 : Determinamos K11

| Pela Figura 2.28 encontramos o valor de K, ,, que e © momento no apoio
~ direito (Mg,') de uma viga engastada no lado oposto, submetida a uma
rotacao unitaria,; e tambem encontramos o momento No apoio esquerdo

1
M :
{ AB } Carga horizontal

. fﬁx\.
(EA 1) EAf) A/ EA/D — \Af;ﬁ ‘
----------------------------------------- A ey
7B

[E—
1
—_— = fe— 1 ——=
| | 2.E-1 210 ‘
(1281 /| Carga vertical = =167-10"kN.m | rad
..... [ 5 . . 12
N, T (6E1 /17) 6E1 /) et
loer/12) " ;__? g lok1 /12)
(1261 /1) (12E1 /1)
) ..
6EI[I?) ... | [Er.Ef /P Momento fletor
-~ . \2EL/T) |
1 Tl | J
é"* 7 | (‘t/ 1@7\1 4E1_410°
et e My = = =3,33-10°kN.m/ rad =K,
| oEl /1* ~_7
Figura2.28 “~—————=———- J—J
Figuracom engastamento %

no lado oposto pitdgoras



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Lrgrs
=
3 kM
-l——
1 m
Iy
@?
g
3 kM
.-‘—
5?&

Montando a equacao de equilibrio de momentos do no B, e resolvendo paraD::

Bip +Kyq-Dy =0=—45+333.10°-D; = 0= D; =135-10*rad

Como D: e positivo, isso significa que o giro tem o mesmo sentido do giro
unitario aplicado em B no caso (1), ou seja, o giro D: e anti-horario.

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Paratracaro diagramade momentos fletores da viga da Figura 2.293a, basta fazer a
superposicao dos momentos nas extremidades da viga para os casos (0) e (1):

mi D1
B

|
|
1 : MAB = (3P.L)/16
A ' AN 1 | @ | MAB = (3.3.12) /16 =
|
|
|
|

PELO FORMULARIO

L

6,75 KN.m

6 m i 6 m i

(@)

. . o (b) MBA= 0 KN .m
Figura2.29 | (a) Viga; (b) Deslocabilidade

My =M,5" +Myg'-D; = 4,5+167-10%-1,35-10"* = 6,75kN.m

Mg, =Mg,® + Mg,'-D, = 4,5+ 3,33-10* -1,35-10"* = OkN.m

Para o meio do vao (L=6)
MBA = MABO + MAB1.D1 = (-3.3 .6/ 16) — (1,67. 1ox135 10)_ 5,63 KN.m &
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

AsreacOes de apoio verticais em A e B sao determinadas pelo equilibrio das forcas verticais e
| ‘dos momentos fletores nas extremidades da viga, conforme a Figura 2.32a. Assim, e possivel
tracar o diagramade momentos fletores da Figura 2.32b.

Figura 2.32 | (a) Equilibrio da viga; (b) Diagrama de momentos fletores (kN.m)

Ei
w
6,75 kNm 5 63 *ﬁ;
AY By
=M === 6 M —= r————— — — — — .

(a) (b) | PELO FORMULARIO

: RA= 11P/16
| RA= 11.3/16=2,06 KN

Y My=0=675-3-6+B,-12=0= B, = 0,94kN I

| RB=5P/16
> F,=0=A -3+094=0= A, =206kN | RB=5.3/16=0,94 KN
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METODO DOS DESLOCAMENTOS: PORTICOS

Para exemplificar, sdo determinados a seguir os coeficientes de rigidez do caso (1) do pértico
da Figura 2.24a. Pela Figura 2.31 nota-se que, ao aplicar um deslocamento unitario horizontal
no né B, a barra AB (vertical) apresenta um deslocamento transversal unitario, surgindo forcas
transversais e momentos nas suas extremidades para manter a configuracao deformadada
barra, mas sem o surgimento de nenhuma forca axial. Jd no caso da barra BC (horizontal), o
deslocamento horizontal unitario em B provoca um deslocamento axial dessa barra, surgindo
forcas axiais em suas extremidades, mas sem o surgimento de forcas transversais

e momentos. _
Esses momentos e forcas que surgem nas extremidades

1 das barras sao os coeficientes de rigidez locais, e sao

B +—# C obtidos através da Figura 2.28, utilizando o casode um
K g1 I'"I""'_' % E deslocamento transversal unitario paraa barra AB

31 e 0 caso de um deslocamento axial unitario para a barra

7 BC. Paraencontrar os coeficientes de rigidez globais do

21 no B, basta somar os coeficientes de rigidez locais de
A mesma direcao que ocorrem no no B nas extremidades
AT | f . das duas barras:
Figura2.31 | Coeficientes de
rigidez do caso (1) K”:E'A 2B Ky;y=04+0 Ky =04 o-E-l

6 43 42
Paraencontrar os temos de carga e os coeficientes de rigidez dos demais casos, deve-se
proceder de maneira analoga
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METODO DOS DESLOCAMENTOS: DIAGRAMAS

Uma vez determinados os deslocamentos nodais (deslocabilidades),e possivel encontrar os
momentos nas extremidades de cada barra da estrutura original utilizando-se a superposicao:

M=M,+MD,+M,-Dy +...+ M, D,

Em que:

M: momento na extremidade de uma barra para a estrutura original.

Mo, M1, Mz, ..., M.: momentos na extremidade de uma barra para os casos basicos
D:, D, ..., Dn: deslocabilidades ja encontradas.

Com os momentos nas extremidades de todas as barras da estruturaoriginal, e possivel
tracar o diagramade momentos fletores.

Essa mesma superposicao também e valida para tragar os diagramas de esforco normal
e esforgo cortante.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

tenha o diagrama de momentos fletores da viga da Figura 2.23, utilizando o método dos
‘deslocamentos. Essa viga possui duas deslocabilidades. Assim, sao necessarios trés casos
basicos, (0), (1) e (2), para resolver o problema. As deslocabilidades e os casos basicos sao
apresentados na Figura2.33, com a representacao dos termos de carga e dos coeficientes
de rigidez no sentido positivo.

Figura 2.33 | Deslocabilidades e trés casos basicos

D1 B D2
| i X
IAVANE I AV NC S
Deslocabilidades Caso (0)
Ki2 Kzz
3 R 3—,@ !
X JA
Caso (1) Caso (2)

=
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raencontrar os termos de carga %o . %0 devemos determinar os momentos de

engastamento perfeito nas extremidades das barras AB, BC e CD, para o caso (0), utilizandoo
caso de carregamento uniformemente distribuido da Figura 2.27:

Pak’ ,H:’ l,, Pa’b/1?
gl* /12 /12 E
(Juuuuuuuluué
wv qm Pﬁ:"‘%ﬂ b)/ P ?I‘ﬂ?m—%m*
f Pt
M09 82 L, g0 —& _2kN.m
AB 12 12 ' BA 12 '
12 642 q-L*
Mpl =95 — 8KN. M-l = — — _8KN.
BC T 45 T 12 m ce 12 m
12 6-32 q-L?
M0 = 9= _ 4,5kN. Mpd — — _4.5KN.
0 T T T g m be 12 m

O termo de carga bwoe a soma dos momentos de engastamento perfeito na extremidade B da
barra AB e na extremidade B da barra BC. Ja b0 e a soma dos momentos de engastamento
perfeito na extremidade C da barra BC e na extremidade C da barra CD:

Byo = Mgy’ + Mg® = -24+8=6kN.m B,y = Mg’ + Mg’ = —8+4,5=—35kN.m

A
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Paraos casos (1) e (2), devemos usar a situacao de giro unitario da Figura 2.28 para encontrar

0s momentos nas extremidades das barras AB, BC e CD. De maneira analoga a determinacao
dos termos de carga, K11 K1 Kize Kz2 sao obtidos pela soma dos momentos nas
extremidades das barras adjacentes ao no em gue o coeficiente de rigidez esta atuando.

Lembrando que, neste caso, E | =10 kN.m2.

- Para o caso (1):

2.E-1 210

Mg = i > =10*kN.m/ rad
4
MBC1=4 E-1_210 _4otunm/ rad
L

Mcp' = 0kN.m/ rad

Ky =Mgy' + Mgs' =3-10*kN.m/ rad

4
Mm*:4 E-1_210 5 40*kN.m 1 rad
L 2
- - - 4
MCB’=2 E1_219 _ 4 5.10*kN.m/ rad

L

Mpc' = 0kN.m / rad

Koy =Mgg' +Mgp' =0,5-10*kN.m/ rad

N

A
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- Para o caso (2):

M ,5° = OkN.m / rad

., 2.E-1 2.10*

Myc® == =0,5-10*kN.m/ rad
4
MCDz:4-f-i:4-130 —1,33-10°kN.m/ rad

Kiy = Mgs? + Mge? =0,5-10*kN.m / rad

_2.E.1_ 210°

ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Mg,? = 0kN.m/ rad

4
2 _AE1_ 2107 404unmrad

cB — L

—0,67-10*kN.m [ rad

L

Koy = Mpg? + Mep? = 2,33-10*kN.m / rad

¥
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Escrevendo as equacoes de equilibrio de momentos dos nos B e
C, e resolvendo o sistema de duas equacdes e duas incognitas, temaos:

G0 + KDy +Kip-D, =0 = 6+43.10*-D,+0,5-10*.D, =0
By + Kpy-Dy+ Ky Dy =0 = —3,54+0,5-10*.D, +233.10*.D, =0

D, = —2,33-10 *rad D, =2-10 *rad

v
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Com as deslocabilidades determinadas, basta encontrar oOs
momentos nas extremidades de cada barra pela superposicao, e entao
tracar o diagrama de momentos fletores, apresentado na Figura 2.34.

Mag = Mpg® +Mpg'-Dy+ Myg” - Dy = 2410%-(~2,33-10~* )40 = —0,33kN.m giro horério
Mga =Mg,’ +Mg,'- Dy + Mg, - D, = =2 +2-10* -(~2,33:107* )+ 0 = —6,67kN.m giro horério
M — M 0 1 2 o 4 —4 4 —4 : :
e = Mgl + Mg Dy + Mge? -D, = 8+10 -(-2,33-10 )+0,5-10 .2-107* = 6,67kN.m anti — horario
_ 0 1 2 _ 4 —4 4 -4 _ -
Mog = Mgg” +Meg' - Dy +Mog? - D = ~8+0,5-10% -(~2,33-107*) +10* 210~ = —7,17kN.m horario
Mep = Mep® + Mgp'-Dy + Mgp? - Dy = 4,5+0+133-10*-2.10"* = 7,17kN.m anti — horério

Mpe = Mpe? + Mpg' - Dy + Mpe® -Dy = —4,5+0+0,67-10%-2-10"* = —3,17kN.m horario

Figura 2.34 | Diagrama de momentos fletores (kN.m)
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS ?
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Linhas de influéncia:
estruturas hiperestaticas




Até o momento analisamos apenas estruturas submetidas as cargas estaticas, ou
seja, que estao sempre no mesmo lugar, porem, vocé ja parou para pensar em
como e feito o dimensionamento de uma estrutura submetidaa uma carga
movel, ou seja, uma carga que pode atuar em varias posicoes diferentes ao longo
da vida util da estrutura? E que tipo de estrutura e essa que esta submetida a
uma carga movel?

Utilizamos as linhas de influencia para determinar as reagcdes de apoio e 0s
esforcos em estruturas submetidas as cargas moveis, como, por exemplo, os
viadutos, as pontes rodoviarias, ferroviarias ou de pedestres. Ou seja, sem o
conhecimentoda linha de influencia, vocé nao conseguira projetar uma ponte ou
um viaduto durante a sua vida profissional, nem mesmo uma simples ponte
rolante em uma industria. Assim, fica clara a importancia desse assunto para um
engenheiro civil.
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Vamos iniciar o nosso estudo de linhas de influéncia pela analise de vigas isostaticas,
para, nas secoes seguintes, passarmos ao estudo de linhas de influéncia em vigas
hiperestaticas.

Para projetar a ponte, vocé deve analisar todos os seus elementos estruturais, ou seja,
tantoas transversinas quanto as longarinas da ponte. Para exemplificar, na figura

abaixo é apresentadaa localizacdao de uma longarina e de uma transversinade uma
ponte qualquer.

/

7

r

Transversina

4 Longarina
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

LINHAS DE INFLUENCIA
DE REACAO DE APOIO



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

1-) INTRODUGCAO

As linhas de influéncia tem uma importante aplicagcdo no projeto
de estruturas submetidas a carregamentos moveis, tais como: pontes,
viadutos, passarelas e vigas de rolamento.

Nos capitulos anteriores foram desenvolvidas teécnicas para
analisar estruturas isostaticas submetidas a carregamento fixo. Sera
mostrado agora como os esforcos solicitantes numa estrutura isostatica
variam com a posicao do carregamento movel.

2-) DEFINIGCAO

Uma linha de influéncia mostra como um determinado esforco
numa secao Vvaria quando uma carga concentrada move sobre a
estrutura. A linha de influéncia é construida sobre o eixo da estrutura
sendo que as abscissas representam as posicdoes da carga movel e as
ordenadas representam os respectivos valores do esforco considerado.

Exemplo: Linha de influéncia de momento fletor para uma secdo S




ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

3-) PROCEDIMENTO PARA ANALISE

Sera mostrado a sequir os procedimentos para se construir uma
linha de influéncia de um esforco numa determinada secao.

3.1-) Vigas sobre 2 apojos

Seja uma carga mavel vertical "P" deslocando-se sobre a viga AB
mostrada abaixo, e x a posicao desta carga.

p=1
eri‘

A

AN .

vr“j' - ?"’l

A

[ -

<

A
pitagoras



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

3.1.1-) Linha de influéncia das reacdes de apoio

.
P
i | PAN
a T L T b
Ty, v, !

2Ma=0
Ve.L=-P(x-a) =0
Ve = P(x-a)/L
V, = (xa)L

W
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_ ESTRUTURAS HIPERESTATICAS
Chama-se U_E de “linha de influéncia” da reacdo de apoio Vg, isto

€, Uma equacao que mostra como a reagao Vg varia com a posi¢ao x de
uma carga unitaria que se desloca sobre a estrutura. Nota-se que os

valores de V, s&o adimensionais. Dando valores para x determina-se os
respectivos valores de V; .

a= V, =0 (carga sobre o apoio A)

L+a = V, = (L+a-a)/L= V, = 1 (carga sobre o apoio B)
0= V, = -a/L (carga na extremidade do balanco esquerdo)
a+L+b = V, = (a+L+b-a)/L> V, = (L+b)/L> 1

= x X X

Ve

S B

_U‘,?Irl_— L
A b/
W o 1

— (L+b)/L

o
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

A ordenada "Ys"” representa o valor da reacao de apoio Vg quando
a carga movel unitaria estiver sobre a se¢do "s”. Analogamente, obtém-

se V, :
2Mg =0
Va.L - P(L+a-x) =0 VA= P(L-X)
Va = P(L+a-x)/L L

dividindo-se ambos os membros por P, resulta:
V, = (L+a-x)/L

Dando valores para x, obtém-se:

x=a—=V, = (L+a-a)/L= V, = 1 (carga sobre o apoio A)

X =L+a= V, =[(L+a-(L+a)]/L= V, = 0 (carga sobre o apoio B)

= 0= V, = (L+a)/L > 1 (carga na extremidade do balanco esquerdo)

X
X = a+L+b = V, = [-(a+L+b)+L+a]/L= V, = -b/L




ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Exercicio proposto:

Trace as linhas de influéncia de reacdao de apoio VA e Vb para a estrutura
abaixo:

L=25,00 m
a=b=3,00m
P=1

oy

VAN

L] L

|

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

LINHAS DE INFLUENCIA
DE FORCA CORTANTE



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

- Cisalhamento : Associados a barras longitudinais curvadas (barras dobradas).
tensdes principais de tracédo e de compressao. Cisalhamento é um tipo de

tensao gerado por forcas aplicadas em sentidos iguais ou opostos, em direcoes
semelhantes ( binario) , mas com intensidades diferentes no material analisado.

Fissura de cisalhamento ‘ P
1 ]
L]
I////;{/ | Estribos
A~ [ J
? ="
E L — |
l P
r_- g
|— / u(

Estribos
escoados
ou partidos

viga |

pilar

—l
5 S

filcar

e aereimmrmaribes lemmih iedioel

=
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As forcas que provocam tensdes de cisalhamento sao chamadas de forga cortante
e formam um binario, podemos determinar o diagramade forcacortanteem

qualquer sec¢ao da estrutura,montando-se a equac¢ao na secao, considerandoa
forcaatuantea esquerda e a direita desta secao.

Nos apoios a forca cortante é sempre nula.

Estorco cortante

QHQ

2 <
2L10kN/m ] Posicao da carga movel
b & i l Ll para (Jc minimo
-0.25 -0.25
T LI
0.25 05 0.50 0.25 pr—

.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

F=1
S 31
c L L—c¢ ¢ b
E_E"““H——q..,_h_q_"'-"'__,q
—
1
Os ® Ya1 B
ML g 1 3, -"'"--L._,_L:-
— 1
_\-‘-‘-‘_‘-‘_\_\_—‘—\_‘_\_\_‘_‘__
 — _\_\-\_'—H_\_\__
—

%
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Calculodos esforgos cortantes

P=1 (Posicionadaa esquerda da se¢ao S)

X1

| i\ 25-X1
S

4,50 \

VA

25,00 4,50

QSIE= VA-P

ParaX1=0__, 1(25-0) -1=0

QS1E=1(25-X1) -1 75
25
ParaX1=5 — 1 (25-5) -1= -0,20 o
25
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Calculodos esforgos cortantes

P=1 (Posicionadaa direita da se¢aoS)

X2
20- X2
A -
20,00 /
5,0
4,50 S 25,00 4,50
VA= P (L-X)
L

QSID= VA

QS1D =1 (20-X2)
25

ParaX2=20 — (20-20)= 0,00
25

=
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Calculodos esforgos cortantes

Forca cortante na ponta dos balancos P=1 (independente da posicao)

5,0

= 4,50 S L= 25,00 a=4,50

QSID= P- (L-a) —» 1- (25-4,5) = 0,18
L 25

QsID= (L-a) - P . (25-4,5) -1 =-0,18
L 25

=
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

LINHA DE INFLUENCIA DE FORGCA CORTANTE NA SECAO S1

o

o0
ol T oo
o - —
\ N\ \ d

o
5,0
4,50 25,00 4,50

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS ?
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AULA 6

Calculodos esforgos sobre as linhas de influéncia

Linhas de influéncia para estruturas com varios graus de indeterminacgao




' ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Calculo dos esforgos sobre
as linhas de influéncia

-
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

LINHA DE INFLUENCIA DE FORGCA CORTANTE NA SECAO S1

0,80

©0
i
o

\

0,18

\

5,0

0,20

4,50 25,00 4,50

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Carregamento movel

151,59KN
151,59 KN
151,59 KN

=
19
-
(9

25,54 KN/m

¥
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ESTRUTURAS HIPERSTATICAS
FORCA CORTANTE MAXIMA NA SECAO S1

. : Ry ‘33 _\L‘J
Qs mor S \g\@




ESTRUTURAS HIPERESTATICAS
FORCA CORTANTE MiNIMA NA SECAO S1
@1 mnIN

-
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

EXERCICIO PROPOSTO
Calcule a forca cortante maxima na

Z £ < secao S1 dado a cargamdével e a
o g o linha de influéncia :
oN (@
— — —
1,5 | 1,5

40 KN/m

,, | |

0,80

/
/
z

0,18

5,0

4,50 25,00 4,50

=
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

r 0,80=Y1 ---Y1=0,740 0,80 = Y2 --—--Y2= 0,680
20 18,5 20 17

QSMAX =120 (0,80+0,74+0,68) + 40(20X0,80) +40 (0,18x4,5) = 602,60KN
2 2

120 KN
120 KN
120 KN

1,5/1,5
40 KN/m 40 KN/m

Y2 .

0,18
+
0,80
_</
| =

0,20
0,18

5,0 20,00

4,50 25,00 4,50

=
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' ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Linhas de influéncia para
estruturas com varios
graus de indeterminacgao

-
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

~Vamos determinar a linha de influencia de esforgo cortante e de momento fletor nasegao S
dessa viga.

Vamos entender quais sao as diferencas entre as linhas de influencia de vigas isostaticase
hiperestaticas, paraque vocé consiga resolver esse problema.

.
-

X
=

B
A
4 m >|<: 2 m >|<: 3m——

=
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Assim como nas estruturas isostaticas, a linha de influencia de uma estrutura hiperestatica
também representaa variacao de um efeito elastico (reagao de apoio, esforgo cortante ou
momento fletor, por exemplo) em uma determinada se¢cdao quando uma carga
concentrada unitaria percorretoda a estrutura. Dessa forma, as linhas de influencia de
estruturas hiperestaticastambém sao utilizadas para

determinar os valores extremos (maximos e minimos) de um esforco ou reacao de apoio,
ja que, com o tracadoda linha de influencia, pode-se determinar facilmente em que
posicao devemos aplicar o carregamento para que sejam obtidos esses valores extremos.

Vimos na secao anterior que a maneira mais rapida e pratica para tracaras linhas de
influencia de estruturas isostaticas e o emprego do método cinematico (Principio de
Muller-Breslau). Esse método consiste em, na secao analisada, aplicar um deslocamento
unitario no sentido contrarioa convencao positiva do esforco ou reacao em estudo e
tracara configuracao deslocada da estrutura para esse deslocamento unitario. Essa
configuracao deslocada sera a linha de influencia procurada.

O método cinematico também e valido para estruturas hiperestaticas, ou seja, também
podemos determinar a forma das linhas de influencia dessas estruturas por meio da
aplicacaode deslocamentos unitarios no sentido contrario a convengao de esforcos ou
reacao positiva.

pitagoras



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

A demonstracao da validade desse método para estruturas hiperestaticas pode ser feita
com a aplicacdao do teorema de Betti, que diz que o trabalhovirtual produzido por um
sistema de forcas (1), devido as deformac¢des provocadas por um sistema de forcas(2), e
igual ao trabalhovirtual produzido pelo sistema de forcas(2), devido as deformacdes
provocadas pelo sistema de forcas (1). Consideremos duas vigas hiperestaticas, conformea
figura abaixo.

a1b X | Pi=1
(1) At v "
vilx) | 5
| ¥
: P2
A : v
& _\_\_\_\_‘—\—\_n.
“ % ‘é\ E
va(x) 1

A
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

,.N; viga (1), a aplicacdo de uma forca unitaria P.=1 a uma distanciax do apoio A da viga
gera a elastica (configuracdo deformada) Vi(X).

Ja naviga (2), a aplicacao de uma forca P.em B, que provoca um deslocamento unitario
para baixo nesse mesmo ponto, gera a eldstica V2(X) Assim, pelo teorema de Bettitemos:

Yy
~ - <\ N \\\
<>\ | N >~
~ - ~<
\.{\\\ N ~
\, N~ N ~
L\ ~ \\\ \\ \\\
W RV >~ ~ ~~
L | 4| ﬁj.:\lr \\\ ~ =~
A1 N ~ - \\ >~
‘ \\ \\\ N \\\
A ‘ o \\\\\ ~~aB
(1) =t S ==
W\ NI N
| \\ \\ \\\\ .‘.
w(xj\‘ . S~ Y T g
¥
| \\\ \\\
|1 ~ N
I \\\ \\‘
l‘ \ \\\ Pa
I
A ‘ll \\\\ k J
(2) 2 ¥ . —= =B
AN AN ; p
va(x) A
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No casode uma estruturaisostatica, ao retirar o vinculo que transmiteo
efeito analisado, a estrutura passa a ser hipostatica, ou seja, ao aplicar um
deslocamento unitario, essa estrutura apresenta um movimento de corpo
rigido. Assim sendo, nao oferece resisténcia ao deslocamento,
permanecendo reta.

Ja no caso de uma estrutura hiperestatica, ao retirar o vinculo que transmite
o efeito analisado, a estruturanao se torna hipostatica,ou seja, ainda
apresenta resisténcia ao deslocamento unitario aplicado, apresentando
deformacdes que tornam as barras curvas.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

definida pela Resistencia dos Materiais, pela teoria de vigas de Navier:

d*v(x)  q(x)
dx* E-I

Em que:
v(x) : deslocamento transversal da barra (elastica);
q(x): taxa de carregamento transversal distribuido na barra;

E: modulo de elasticidade do material;

|: momento de inércia da secao transversal.

Como, para tracar a linha de influéncia, ndo existe nenhuma carga
distribuida, uma vez que aplicamos apenas uma carga concentrada
unitaria, temos q(x) =0. Alem disso, ja vimos que a elastica da viga
e a propria linha de influéncia. Portanto:

d*v(x x) d*Ll

() _q(x)_ dLl _

— 0
dx* E.l dx*

Como a quarta derivada da linha de influéncia e nula, essa linha
de influéncia pode ser descrita matematicamente por um polindbmio

do terceiro grau do tipo ax® +bx® +cx +d, uma vez que a sua
quarta derivada em relacao a x € nula. Com isso, fica comprovado

que a linha de influéncia de uma estrutura hiperestatica e composta

por trechos curvos.

ezando-se as deformac¢des devidas ao esforco cortante, a equacao diferencial das
eformacoes por flexao para barras prismaticas (que possuem se¢ao transversal constante) e

=
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

exemplificar esse procedimento, vamos determinar onde devemos posicionar uma carga mével uniformemente
tribuida de 8 kN/m na viga da figura abaixo, para que se obtenha o maximo valor positivo de momento fletor na

secao S.
A B S c D
e N ) i L
! Im ! Im ! Im ! Am !
(a)
7;:.}7 _ + _ = é Ll M=
(b)

Para tracar a linha de influencia de momento fletor na secao S, basta aplicar um giro horario no lado esquerdo da secao Se
um giro anti horario no lado direito da secao S, resultando na linha de influencia apresentada na figura b. Podemos
perceber que o Unico trecho positivo da linha de influencia esta entre os apoios B e C. Dessa forma, para encontrar o
momento fletor maximo positivo na secdo S, devido a uma carga mével de 8 kN/m, basta a resolucdo da viga da figura
abaixo pelo método das forcas ou dos deslocamentos. Comisso, e possivel tracar o diagrama de momentos fletires dessa

viga, permitindo o encontro do valor do momento fletor na secao S.

8 kMN/m

o SITTITTIITITT, ,

&

fords = Lo

I

A
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0 se deseje determinar as ordenadas de uma linha de influenciada uma viga hiperestatica,
podemos utilizar um procedimento que envolve a superposicdo de outras linhas de influencia
previamente conhecidas dessa mesma viga. Suponha que uma viga duas vezes hiperestatica,
da qual se conhece as linhas de influencia de dois

esforcos, ao se remover os vinculos que transmitem esses dois esforcos, passa a ser isostatica.
Nesse caso e possivel determinar a linha de influencia de qualquer outroesforco por meio
dessas duas linhas de influencia conhecidas. Para demonstrar esse procedimento, tomemos a
viga real da figura abaixo , da qual conhecemos as linhas de influencia de momentos fletores
em B e C e queremos determinar a linha de

influencia da reacao By para qualquer posicao da cargaP =1.

pP=1 P=1
A B ¢ S S N
FaN AN iy iy LY T sas L
B ,-;T (real) B :—ﬂ.“l:'_:T (0)
Me=| Nl s : . .4
eel A RN A L)+ Mosp o m—— R
BH;T-I (1) B H“E_I (2)
B}’ - BY(U) T B}’(U ' MB T BY(Q? 'Mc pité;;oras



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

ada as linhas de influencia de momento fletor nas seces B e C

A B
VAN AN v
I 4m I 2m im
U
A ; . x . ; ; E LI Me (m)
-0.666_"254 _sa
0,32 ;
. . R . L . . ! LI M (m)
e S R S
_.f’i\._ 0121 194 0.169 _.f_\._ 5

Como essa viga e duas vezes hiperestatica, as duas linhas de influencia de momentos fletores
ja conhecidas sao suficientes para determinar qualquer linha de influencia dessa mesma viga.
Paraisso, utilizaremos as seguintes superposicdes:

(L1Qg),, = (LI Qgy) 4 Qspy (LI M), + Qg - (LI M)

hip isost hi hip

(LI M), = (LI M)+ Mgy~ (LI Mg), + Mg, - (LI M)

hip isost hi hip

.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Linhas de influencia de esforco cortantee momento fletor na secao S paraa viga isostatica

S
A R 2 O
|{: 4m :Ja-l 2m |< 3m ::>|

-0.40
-0.2
N E/ru’j ! (L] Qspoy)isost
— — 0.20
0.40

0.60
Fa a0 ' (L] M=qo))isost
a 060 580 ¥ (m)

1.20

-
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

‘necessario determinar os valores de QS(1), QS(2), MS(1) e MS(2), que correspondem aos
valores do esforco cortante na secao S para os casos(1) e (2) e aos valores do momento
fletor na secao S para os casos (1) e (2), respectivamente. Os casos (1) e (2) correspondem a
mesma viga isostatica do caso (0), porem, com a

aplicacao de um momento fletor unitario positivo nos pontos B e C, respectivamente,
conformea Figura

- ® xS c A . S '
Fay AN FANNAN 2 pas
B B
(1) C yﬁ;-T 2 C m’?ﬁ

Os casos (1) e (2) correspondem a duas vigas Gerber. Portanto,
e possivel determinar as reacoes de apoio C,m © C, . fazendo-se
o equilibrio de momentos fletores, no ponto B para o trecho BC de
cada um dos dois casos, considerando giro anti-horario positivo.

Para o caso (1): ZMB =0=-1+C,4-9=0=C,, =0,2
Para o caso (2): ZMB =0=-14C,, 5=0=C,, =-0,2
)

pitagoras



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Qg = —0,2 Mg, =0,2-3=0,6
Qg(p) = 0,2 Mg, =1+C,,-3=1-02-3=0,4

Utilizando-se a superposicao, pode-se determinar o valor da
ordenada das linhas de influéncia de esforco cortante e de momento
fletor na secdo S para a viga hiperestatica a cada um metro.

(L! QS )hip - (Lf stﬂ})fsus
(LI M), = (LI M)

hip isost

,—0,2-(LIMg), +0,2-(LI M)

hip

+0,6-(LI Mg), +0,4-(LI M)

hip

Essas duas linhas de influéncia sao apresentadas na Figura 3.26.
Para exemplificar, sao0 demonstrados os calculos para obtencao das
ordenadas dessas duas linhas de influéncia a cinco metros do apoio A:

Qs =—-0,2-0,2-(-0,31)+0,2-(-0,325) = —0,203
Mg =0,6+0,6-(—0,31)+0,4-(—0,325) = +0,284

%
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AULA 7

Esforcos nas barras de uma trelica pelo Método da Rigidez




O Método da Rigidez € muito empregado no desenvolvimento de programas
computacionais de analise estrutural. Isso se deve ao fato de ser um método que
pode ser facilmente programavel e que pode ser utilizado para resolver qualquer tipo
de estrutura. Esse método nada mais é do que a aplicacdao do Método dos
Deslocamentos, ja estudado na Secao 2.3 desta disciplina. Porém, no Método da
Rigidez, usamos a notagcao matricial, o que facilita a programacao do método. Dessa
forma, esse método também é conhecido como analise matricial, Parainiciar os
estudos, iremos verificar como aplicar o Método da Rigidez em trelicas planas. Como
os Unicos esforcos que atuam nas barras das trelicas sao os esforcos axiais, isso
simplifica um pouco a

aplicacao desse método. Um dos pontos mais importantes desse método

é a definicao da matriz de rigidez da estrutura, que leva em consideracao

a rigidez de todas as barras que fazem parte da estrutura

pitagoras



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Parainiciar a aplicacdo do Método da Rigidez em trelicas, devemos fazer a identificacao
e a numeracao dos membros (barras) e dos nés da trelica. Na figura (a), os membros
estao numerados dentrode um quadrado, enquanto os nds estao numerados dentro de
um circulo. Para definir os nos inicial e final de cada membro, uma seta voltada para o
no final € desenhada em cada membro.

N6 inical (2),
e no final (3)

N

A
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A seguir, devem ser definidas as coordenadas globais e locais. O sistema de coordenadas
globais x e y, conforme definido na Figura (a), sera usado para definir a direcaoe o
sentido dos deslocamentos nodais e das forcas externas aplicadas na trelica. Ja o sistema
de coordenadas locais x” e y’ sera usado para definir a direcao e o sentido dos
deslocamentos e esforcos internos ao longo do comprimento de cada membro.
Conforme a Figura (b), a origem do sistema de coordenadas locais de um membro
sempre é posicionado no nd inicial desse membro

pil:égoras



Os deslocamentos que podem ocorrer em um né de uma dada estrutura sao denominados de
graus de liberdade. Em uma trelica plana, cada n6 pode apresentar trés deslocamentos: um
deslocamento horizontal, um deslocamento vertical e uma rotacao. Porém, como os nds de
uma trelica possuem a rotacao totalmente livre, esse deslocamento nao fara parte das
incégnitas do nosso problema, ja que a rotacao dos nds nao transmitira momentos fletores
para as barras da trelica. Assim, cada no da trelica possui dois graus de liberdade
(deslocamento horizontal e deslocamento vertical). Cada um desses graus de liberdade nos
nos da trelica deve ser numerado segundo a orientacao das coordenadas globais, conforme a
Figura(a).

Parafacilitara resolucao posterior do problema, os graus de liberdade desconhecidos
(deslocamentos livres) sdo numerados primeiro, deixando por Ultimo a numeracdo dos graus
de liberdade conhecidos (deslocamentos nulos devido aos apoios).

pitébgoras



MATRIZ DE RIGIDEZDO MEMBRO

A matriz de rigidez de um membro, segundo a orientacdao das coordenadaslocaisx’ ey’,
representaa relacao entre for¢ca e deslocamento de uma barra da estrutura. No caso de
barras de trelica, temos apenas forgas e deslocamentos atuando ao longo do eixo
longitudinal da barra (eixo x’). Conforme estudado na Secao 2.3, ao
aplicarmos um deslocamento unitario ao longo do eixo longitudinal de uma barrade
comprimentoL, as forcas que aparecem nas extremidades da barra, para que o
deslocamento unitario seja mantido, sao dadas por seu coeficiente de rigidez local
?apresentando sentidos opostos em cada extremidade da barra.
Assim, casoo deslocamentoaplicado na extremidade da barra seja diferente do valor
unitario, basta multiplicar esse coeficiente de rigidez local pelo valor do deslocamento
aplicado. A Figura abaixo apresentatrés casos possiveis de deslocamentos axiais que
podem ocorrer em uma barra de trelica.

ﬂ'l ) ﬂ..‘
f Caso (1) ft f Caso (2) "
i hyd
—F —
— + —
f Caso (3) fi
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

No caso (1), um deslocamento d, € aplicado no no inicial da bar-
ra, surgindo as forgas f.' e f."nos nos inicial e final da barra, respec-
tivamente. Aforga f.' € positiva, pois esta no sentido positivo do eixo
X, enquanto a forga f.' € negativa, pois esta no sentido negativo do
eixo X', e seus valores sao:

r-EAy4 E-A
I L I

w
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No caso(2), um deslocamento d:é aplicado no né final da barra, surgindo as forcasf" ie
f" rnos nds inicial e final da barra, respectivamente, dadas por:

E.A :;“:E' Py

s

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Assim, no caso (3), gue é o caso mais geral, quando sao aplica-
dos deslocamentos em ambas as extremidades da barra, as forcas

f,. e I; gue aparecem em suas extremidades sao obtidas pela super-
posicdo dos casos (1) e (2):

v
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Essas equacdes podem ser escritas na forma matricial:

Fl e d | |
: =—E A1 -1 "= f=k'd onde k'=—E A1 -1
f L -1 1 d L -1 1

f f

A matrizk' é chamada de matriz de rigidez do membro e é semelhante para qualquer barra
de uma trelica. Uma vez conhecidos os deslocamentos nas extremidades de uma barra,
pode-se usar a relacao anterior para encontrar o valor do esforco axial que atuanessa barra.
Essa matriz k' tem como referéncia as coordenadas locais da barra. Porém, como
normalmente cada barra da trelica pode apresentar um posicionamento e um sistema de
coordenadas locais diferente do global, devemos fazer a transformacao para as coordenadas
globais x e y. Considere uma barrainclinada de uma trelica, conforme a figura

h
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

s {eslocamentos axiais nas extremidades inicial (di) e final ( di), que estdo orientados
segundo o eixo local x’, podem ser expressos segundo o sistemaglobal x e y. De maneira
semelhante, as forcas que atuam segundo o sistema de eixos global x e y podem ser
expressas em funcdo das forcas axiais nas extremidades inicial ( f) e final ( ), que estdo
orientadas segundo o eixo local x’:

[ dr_ = Dr_x -COS A+ Df_y - Sen#

Ex:ﬁ-cosf? Fr_y:ﬁ-senéi
[ df:Dm-c059+D&-sen9 Fm

ﬁ,-msf—? F@:ﬁ,-sene

Escrevendo na forma matricial, temos:

| Dr’x | Fr'x | - -
d, __| cosd send O 0 Dr‘y Fr'y _ ggig 8 l f }
d, 0 O cosé send || D, F, O cosd|f
| ny | | ny | 0 send |
d=TD F=T'f

D

A
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y

riz T, que contém o seno e o cosseno do angulo de inclinacdo da barra, é chamada de

triz de transformac3o de coordenadas e é responsavel por transformar os deslocamentos

“do sistema de coordenadas global (vetor D) para o sistema de coordenadas local (vetor d). De
maneira semelhante, a matriz T-(matriz de transformacao transposta) transforma as forcas do
sistema de coordenadas local (vetor f) para o sistema de coordenadasglobal (vetor F).
Substituindo as equacdes anteriores na equacdo que contéma matriz de rigidez k' do membro

e multiplicando ambos os lados da expressao por T+

f=kd = f=KTD = T f=TkK'TD = F=kD
Onde k e a matriz de rigidez do membro escrita no sistema de
coordenadas global:

cosd O
k—TTk'T—|send 0 |E-A 1 —1] cosé send 0 0
0 cosd| L | -1 1 0 0 cosf send
0 send |
cos? 6 cos fsend —cos’#  —cosbsend
k. E-A|l cosésend sen’d  —cosfsend  —sen’d
L —cos?’f  —cosBsend cos? 8 cos fsend
—cosfsenf  —sen’d cos #send sen’o

Os valores de €8¢ ¢ S€NY ,4em ser positivos ou negativos,
dependendo de qual quadrante esta localizado o angulo 0 _ pité;oras



Matriz de rigidez da trelica

Uma vez conhecida a matriz de rigidez global (k) de cada membro,
podemos determinar a matriz de rigidez da trelica (K). Esse

procedimento é feito somando-se a matriz de rigidez de todos os
membros da trelica. A matriz de rigidez da trelica (K) tera ordem

igual ao numero de graus de liberdade da trelica. Dessa forma, a matriz de
rigidez de um membro (k) ird contribuir nas posi¢des relativas aos graus de
liberdade de suas extremidades.

pitébgoras
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aexemplificar a montagem da matriz de rigidez da estrutura, iremos determinar a matriz

e rigidez da trelica da Figura 4.4(a), que possui E x A constante.

O primeiro passo consiste em numerar os nds, as barras, os graus de liberdade e definir os nds
inicial e final de cada barra, conforme a Figura abaixo. Os graus de liberdade desconhecidos (1
e 2) foram numerados primeiro, seguidos dos graus de liberdade conhecidos (3, 4, 5 e 6), para
facilitar os calculos posteriores, conforme ja comentado.

A trelica possui 2 membros (barras)

(a) Trelica; (b) Numeracaodos graus de liberdade

am

A
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

ssegue-se com a determinagdo da matriz de rigidez de cada membro ja nas coordenadas
lobais, onde g.e g.sao os angulos que as barras 1 e 2 fazem com a horizontal (eixo global x).
Os valores do cosseno e do seno desses angulos sao obtidos facilmente por trigonometria,
uma vez que sao fornecidas as cotas de localizacao dos nds da trelica. As linhas e as colunas

das matrizes de rigidez dos membros estao identificadas com a numeracao dos graus de
liberdade dos nds

inicial e final de cada membro. 01=0"
Membro 1; -

.'_1 =4m cos 6’1 =1 sent?,] =0

P Graus de liberdade: 1 e 2 para o no inicial; 3 e 4 para o no final.
o« /
1 2 3 4
A P cos’d,  cosfsenf, —cos’f, —cosd,send, 1
@ © o _E-A cos gsenf,  sen’d, —cosHsend, —sen’d, |o
2 2 A;A —cos® 0, —cosfsend, cos’6,  cosdsend, |3
(cos®1) =(1) =0,25 e am —cosé,send, —sen’f,  cosf send, sen’, 4
L1 4
\ 1 2 3 4
0,25 0 —0,25 0 1
k—£.a O 0 0 0 |2
—0,25 0 0,25 0 3
0 0 0 0o |4 n
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6

L, ok

cos62=4/5=0,8
Sem ©2=3/5=0,6 /‘<i }ﬁ
2
6“‘// E ,—' 4
v 2 L
" 2 sy —* >3
: o
(b)
Membro 2:

L.=5m cosf, = 0,8 send, = 0,6

2

Graus de liberdade: 1 e 2 parao noinicial; 5 e 6 para o no final.

1 2 S 6
cos’6,  cos#,senf, —cos’H, —cosé,send, | ]
K, - E.A| cosé,send,  sen’s, —cosé,send, —sen’d, |o
L —cos’f, -—cosb,send, cos’h,  cosé,send, |5
—cos@,send, —sen’d, cosésend,  sen’d, |°

1 2 5 6

0,128 0,098 —0,128 —0,096
0,096 0,072 0,096 0,072
k,=E-A
0,128 -0,096 0,128 0,096
~0,096 —0,072 0,096 0,072

(cos® )2 = (0,8)2

£0,128
L1 5 ¥ T

g N =

%
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Como a trelica possui seis graus de liberdade, a matriz de rigidez dessa trelica terd dimens3o
6x6. As matrizes de rigidez dos dois membros sao somadas e cada uma delas contribuinas

posicBes de seus respectivos graus de liberdade. Assim, K. ird contribuir nas linhas e colunas
1, 2, 3 e 4 da matriz de rigidez da trelica, enquanto K:ird contribuir nas linhas e colunas 1, 2, 5
e 6:

1 2 3 = S 6
0,378 0,096 -0,25 0 -0,128 —0,096 | 4
0,096 0,072 0 0 0,096 -0,072] »
K_E.A —0,25 0 0,25 0 0 0 3
0 0 0 0 0 0 4
—0,128 0,096 O 0 0,128 0,096 |°
' —0,096 -0,0r2 0O 0 0,096 0,072 | 6

N

A
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1 2 5 6

1 2 3 4 _
025 0 025 0 |- 0,128 0,096 0,128 —0,096; ’
a0 0 0 0 | K —E.A 0,096 0,072 —0,09 -—0,072 | 2
025 0 025 0 |3 ~0,128 0,096 0,128 0,09 | 5
0 0 0 0o |4 ~0,096 -0,072 0,096 0,072 |6
COLUNAS

1 2 3 4 5 6
I i
Il
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terminagdo dos esforcos nas barras de uma trelica pelo Método da Rigidez

A trelica da Figura 4.5 esta sendo utilizada para suportaruma cargade 5 kN em sua
extremidade livre. Utilizando o Método da Rigidez, determme os esforcos que atuam nas
barras dessa trelica, sabendo que E A= 810 kN para todas a5 barras da trelica.

|-s:: am :::s-|

D

A
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Para encontrar os deslocamentos e as reacdes de apoio desco-

nhecidos, basta resolver o seqguinte sistema de equacdes:

'F1 Kﬁ K12 K13 K14 K15 K1ﬁ D1
F2 K21 KEE KEE. K24 KEE K."_’ﬁ DE
Fg — KDE = :ZS — iﬂd iE.Z iSS EEA iﬂ.ﬁ i'&ﬁ ES
4 41 42 43 44 45 46 4
FE K51 K KES K54 KEE Kﬁﬁ DE
_ Fﬁ | _ Kﬁ1 KEE Kﬁﬂ Kﬁ4 KEE Kﬁﬁ I Dﬁ |

¥
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s deslocamentos D: e D:sdo desconhecidos, enquantoD:, D, Dse Dssdo nulos, ja que os

‘deslocamentos referentes aos grausde liberdade 3, 4, 5 e 6 estao impedidos devido aos
apoios. Consequentemente, as forcas Fs, F:, Fse Fssao desconhecidas, pois sao as

reacOes de apoio. Como nao temos nenhuma carga
aplicada na direcao do graude liberdade 1, a forca F. é nula. Ja na direcao do graude

liberdade 2, temos F =-5kN :(negativo, pois a carga esta no sentido contrario ao graude
liberdade 2 positivo).

Substituindo esses valores na equacao anterior, assim como a matriz de rigidez ja
determinada, usando E A= 810 kN ®temos:

0 0,378 0,09 -025 0 0,128 —0,096 || D,
-5 0,096 0,072 0 0 -0,09% -0,072| p
Fl_g.q0%| 025 0 025 0 0 0 | o
F, 0 0 0 0 0 0 | o
F -0,128 -0,09% 0 0 0128 0,09 | o
£ ~0,096 —0,072 0 0 009 0,072 | 0

Eliminando as linhas 3, 4, 5 e 6, correspondentes aos graus de li-
berdade com deslocamentos nulos, temos o seguinte sistema com
sua respectiva solucao:

0 |_g. 40| 0378 0,09 D,
-5 0,096 0,072 || D,
D, =3,33-10 °m D, =-13,125-10 °m -

pitagoras
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Substituindo os valores de D1 e D2 no sistema de equacdes ori-
ginal, encontramos as reagdes de apoio:

F, 025 0

F 10°°
v |—g.10¢| O 0 %9310

F, -0,128 -0,096 || —13,125-10°®
F ~0,096 —0,072

F,=-667TkN F,=0kN F =6,67kN  F,=5kN

Por fim, determinam-se os esforcos nas barras 1 e 2, usando a
equacac. Para a barra 1:

Di

. D

f1 = H —cosd, —send, cosf send, 2
|If_1 D:,_

D-II-

¥
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3,33.10°°
. 8 —&
f = 0 lﬂ 10 1 0| 1312107 | _ _g 67kN (compresséo)
0
0
Para a barra 2:
IE}1
. D
fzzE—l —cosf, —send, cosf, send, ‘
L, D,
Dﬁ-
ﬁ 3,33-10 °
:;:‘B‘m [_n,a_ﬂ,a 0,8 0,6 —"3=1§5"'ﬂ'3 — 8,33kN (tracéo)
0

|
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AULA 8

Analise matricial de vigas e porticos




Andlise matricial de vigas e porticos

O procedimento de resolucao de vigas e porticos pelo Método da Rigidez é muito
semelhante ao procedimento apresentado para trelicas, na qual analisamos a resolucao
de trelicas pelo Método da Rigidez. Primeiramente, devemos definir e numerar os nés e
os elementos da estrutura. No caso das trelicas, cada barra é considerada como um
elemento, ou seja, 0s nds sdao os pontos de encontrode duas ou mais barras. Ja no caso
de vigas e porticos, para facilitar a resolucao

do problema, consideramos como nds os pontos de aplicacao de cargas concentradas, os
pontos de inicio e fim de cargas distribuidas, os pontos com apoios, os pontos onde
existe mudanca da secao transversal da barrae os pontos com mudanca de inclinacao da
barra.

Dessa forma, dividimos as vigas e os porticos em elementos finitos, e cada elemento é
delimitado por um nd inicial e um né final.

pitagoras
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la Figura 4.7, s30 apresentados exemplos da numeracdo dos nés (dentrode um circulo) e
‘dos elementos/barras (dentrode um quadrado) para uma viga e para um poértico. Também
estao indicados os nos inicial e final de cada elemento, com uma seta na direcao do eixo do

elemento e com sentido do nd inicial para o né final.

Figura4.7 | (a) Viga; (b) Pdrtico

@$# e
ql N
SIRE=
]
Ol
<]
Ol

Y
(a) Lx (b)

D

h
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SEQUENCIA DE NUMERAGAO DOS GRAUS DE LIBERDADE NAS VIGAS

P
v

F 4 7
—rw—rJLJ—r

1] 2[2] L3 [3]
€ @ @&
(a)

5

LL_
ot

Bl

Comego a . i inici
numercar S elo Em cada né vou numerar: Continuo V(c))ltohno-mluo Ida e:]trutura Nu;ner:co 3

! 12 forca horizontal (se houver) numerando os 1°F orlzont.a (se houver) restante asl
no onde esta [> 2¢ forca vertical momentos fletores| .~ 29 forga vertical forgas nos nos
aplicado o 50 fi 0

P 32 momento fletor atéofinalda 32 momento fletor subsequentes
carregamento estrutura
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

SEQUENCIA DE NUMERAGAO DOS GRAUS DE LIBERDADE NOS PORTICOS

P

v
?B? Mo MAD
CHE < @’Ei}

!

y AT

T_} 10
x (b) =

@12

Primeiro numero as barras horizontais:

) Continuo Volto no Depois
Come¢o a numerar EM CADA NOVOU NUMERAR: numerando as inicio da AUMEro as
pelo n6 onde esta 12 forga horizontal (se houver)l> forcas no sentido estrutura barras
aplicado o 22 forca vertical do né inicial para o Se for o caso verticais:
carregamento 32 momento fletor né final
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Em seguida, deve-se definir e numerar os graus de liberdade de cada nd, lembrando que
iremos trabalhar com estruturas planas (em duas dimensdes). Para as trelicas, sao
considerados dois graus de liberdade por nd, sendo um deslocamento horizontale um
deslocamento vertical. Para as vigas, iremos considerar também dois graus de liberdade
por nd, porém sendo eles um deslocamento vertical e uma rotacao, paraserem
considerados os efeitos de flexao e de cisalhamento na viga. Ja para os pdrticos, iremos
considerartrés graus de liberdade por nd, sendo um deslocamento vertical, um
deslocamento horizontale uma rotacao, ou seja, além do efeito da flexdao e do
cisalhamento, também consideraremos o efeito do esfor¢co normal (ou axial). A numeracao
dos graus de liberdade é feita como no caso das trelicas: primeiro, numeramos os graus de
liberdade desconhecidos (deslocamentos e rotacdes desconhecidas) e, por ultimo,
numeramos os graus de liberdade conhecidos (deslocamentos e rotacdes

referentes aos apoios, que usualmente sao nulos, com excecao dos

casos com recalques de apoio). Os exemplos da Figura4.7 ja apresentam

a numeracaodos graus de liberdade.
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A proxima etapa consiste na determinacao da matriz de rigidez de

cada elemento. A matriz de rigidez de um elemento de viga é diferente

da matriz de rigidez de um elemento de trelica. Enquanto na trelica

leva-se em consideracao apenas a rigidez axial do elemento para a
determinacao de sua matriz de rigidez, no caso das vigas leva-se em
consideracaoarigidez a flexao e também a rigidez ao cisalhamento.
Consequentemente, a matriz de rigidez de um elemento de portico

também sera diferente da matriz de rigidez de um elemento de viga

e de um elemento de trelica, pois para o portico leva-se em consideracao

a rigidez axial, a rigidez a flexao e a rigidez ao cisalhamento. Outro ponto que
merece destaque diz respeito a aplicagcaoda matriz de transformacao (também
chamada “matrizde rotacao”),

gue no caso de trelicas e porticos é necessaria para transformara matriz de rigidez
do elemento das coordenadas locais para as globais, uma vez que podem existir
barras inclinadas e verticais. Ja para as vigas horizontais, essa matriz de
transformacao nao é necessaria, uma vez gue os eixos locais sao paralelos aos
eixos globais.
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Algebrade matrizes

A utilizacdo do Método da Rigidez (analise matricial) envolve operagdes com matrizes. Os
principais conceitos da algebra de matrizes necessarios para a aplicacao do Método da
Rigidez sao a multiplicacdao de uma matriz por um escalar, a multiplicacdo de matrizes e a
definicao de matriz transposta. Esses conceitos serao revisados brevemente a seguir, com a
apresentacao de alguns exemplos.

Paraobter a matriz resultante da multiplicacao de uma matriz por um escalar, basta
multiplicar cada elemento da matriz por esse escalar.

No casoda multiplicacao de duas matrizes, primeiro devemos verificar se é possivel realizar
a multiplicacao dessas duas matrizes, ou seja, nem todas as matrizes podem ser
multiplicadas uma pela outra. Isso vai depender da ordem da matriz. A multiplicacao AB de
duas matrizes so é possivel se elas forem conformaveis ou seja, se o niumero de colunas da
matriz A for igual ao niumero de linhas da matriz B . Assim, se a matriz A tiver ordem (m x n)
e a matriz B tiver ordem (n x p), @ matriz resultante da multiplicacaode AB sera uma matriz
de ordem (m x p). E importante destacar que a multiplicacdo de matrizes ndo é comutativa,
ou seja, o resultado

da multiplicacdo de AB é diferente do resultando da multiplicacdo de BA (caso as matrizes A
e B tenham as ordens apresentadas, a multiplicacdo BA nem mesmo pode ser feita).
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£ ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

A matriz resultante da multiplicacio de AB é obtida multiplicando primeiramente cada
elemento da linha da matriz A pelo respectivo elemento da coluna da matrizB ; em
seguida, somam-se os valores resultantes das multiplicacdes para obter um elemento da
matriz resultante. Os demais elementos sao obtidos da mesma forma.

Dada uma matriz A, a sua matriz transposta Aréobtida trocando de posicao as linhas pelas
colunasde A.

Exemplo :

Considere as matrizes A e B a sequir:

251 ‘1635

4 7 2 4 1 8
1) Determine a matriz resultante da multiplicacdo da matriz A pelo

escalar k = —3.
wa_| —6 —1sl
—12 21

A: B:

N

A
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

2) Verifique se a multiplicacdo das matrizes AB ¢é possivel. Caso seja
possivel, determine a matriz resultante dessa multiplicacao.

Como o numero de colunas da matriz A (2 colunas) & igual ao numero

de linhas da matriz B (2 linhas), a multiplicacdo AB € possivel. A ordem
da matriz resultante sera:

(2x2)(2x4) = (2x4)

Portanto, a matriz € resultante sera:

AB=C=‘ I('-‘:11 C12 C13 II::141,

021 022 023 024

A |2 5|16 3 5| |12 32 11 50
4 712 4 18 18 52 19 76

A obtencdo dos elementos da matriz € € feita multiplicando-se cada
linha da matriz A pela respectiva coluna da matriz B. Por exemplo, para
a obtencao do elemento C,,, multiplicamos os elementos da linha 1 da

matriz A pelos respectivos elementos da coluna 2 da matriz B; em se-
guida, soma-se o resultado dessas multiplicacdes:

cl12=2:-6+5-4 =32

Os demais elementos sao obtidos de maneira analoga. ﬁ‘
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

B=‘ 16 3 5‘
2 4 1 8
3) Obtenha BT (matriz transposta de B).

Para obter a matriz transposta, basta trocar as linhas pelas colunas, ou seja,
a linha 1 passa a ser a coluna 1, enquanto a linha 2 passa a ser a coluna 2:

2
BT — 4
1
8

1
6
3
S

v
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- Analise matricial de vigas

Para determinarmos a matriz de rigidez de um elemento (membro)de uma viga, considere o
elemento da Figura 4.8, na qual esta indicado o sistema de coordenadaslocal x’, y’ e z’ (este
ultimo esta saindo do plano da figura). Como um elemento de viga leva em consideracaoa
rigidez ao cisalhamento e a flexao, em cada

extremidade do elemento existem duas reagdes, sendo uma forca cortante e um momento
fletor, representados na Figura 4.8 no sentido positivo das coordenadas locais (parao
momento fletor, considera-se o sentido anti-horario positivo, pela regra da mao direita). Para
os deslocamentos lineares e angulares, também adotaremos essa mesma convencao de

sinais.

Y
T
E T* ‘-‘T‘%mf o
— [ -:':;:_r
Vi Vr

Figura4.8 | Coordenadas locais e reagdes positivas

h
pitagoras



Quando a nossa estruturaa ser analisada é uma viga, cada extremidade pode

apresentar dois deslocamentos, um transversalao elemento e outro angular
(rotacional). Dessa forma, sdo quatro deslocamentos possiveis em um elemento de
viga, o que resulta em uma matriz de rigidez de tamanho 4x4. Os valores de cada
posicao da matriz de rigidez do elemento de viga sdao obtidos pelos coeficientes de
rigidez locais ja apresentados na Secao 2.3 e estao exibidos na figura a seguir.

\12E1 /17 ) L
“Tteeeel_ IBED L
GET /12]  ~=~ee__
\12E1 /7]
I L =|
\oEL /) _
g T T (2ED /L)
1
(4EI/L) l6El /1]

|12E1 /17
EL /1) e
=== ekl 12

\12E1 /1)
= L I

\6Er /L] (41 /L)

L

(2ELfL)  “veeeaa”
\6El /17

h
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Pode-se notar que, quando um deslocamento unitario transversal é aplicado na extremidade
“inicial do elemento e todos os demais deslocamentos nas extremidades sdo impedidos, surgem
as seguintes reacdes nas extremidades:

12E -1 6E -/ 12E -1 6E -1
V. = m. = "4 m

LE
(2E1 /1)
g“_,--*""(bl.l )< |
(12E1 /1)
e L >| = L =1
6El /1] SEL /12
\6E1 / JRSERN . (CEI /L) &(bu/l:) (4E1 /L)
1
T | -!..s"sss‘ 1'
(4E1/L) (6EI /12 ) BRI e g
6EI /L |

W
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Aplicando os outros trés deslocamentos unitarios possiveis, ob-
temos os valores das reacdes de maneira analoga. Representandf:
essas relacdes de forca-deslocamento na forma

ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

—_——

-
-
-
-

~ad
Seo

- 125 f /BE na L1ZE N ﬁE ! bomt 1)
' y L3 // N Lz AN La r/l‘\L2 / . b= L =~
v, BE |  4E-] BE i 26T t
i L L Lo L9 L fkd
v, C12E-l BE-I 12E-1  BE-l || t,
m, L3 L2 [ L2 || &
S 6E-] 2E-I BE-l 4E-1 |

[? L 12 L
Onde:

. tj. e tf sao os deslocamentos transversais ao elemento nas ex-
tremidades inicial e final, respectivamente.

« ¥ e ¥ s30 as rotacdes (deslocamentos rotacionais) nas extre-
midades inicial e final, respectivamente.

%
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atrizquadradasimétricak é a matrizde rigidez do elemento de viga. Nota-se que essa matriz, no

so de vigas horizontais, € a mesma tanto para as coordenadas locais quanto para as coordenadas
globais. Por esse motivo, ndao ha a necessidade detransformar essa matriz para as coordenadas globais,
bastandoapenassomaras matrizes de todos os elementos finitos da viga para obtera matrizde rigidez
da estrutura, da mesma forma como foi feito no caso das trelicas. Lembrando que cada elemento
contribui na matrizderigidez da estrutura nas posicdes referentes aos graus de liberdade de suas
extremidades. Uma vez determinadaa matrizde rigidez da estrutura, bastaresolver o sistema de
equacoes a seguir, apresentado na forma matricial parauma viga com seis graus de liberdade, para
encontrar os deslocamentosdesconhecidos e as rea¢des de apoio, de maneira analoga ao procedimento
adotado paraaresolucao detrelicas:

fC1 K11 K12 K13 K14 K15 K16 D1
FZ K21 KZZ KZB K24 KZS KZS DZ
F — KD — Fa _ K31 Kaz K33 K34 K35 Kas Da
I I Ed K4 1 K42 K43 K44 K45 K46 D4
F5 JP‘<51 KSZ K53 K54 K55 KSS DS
I Fs || Km Ksz Ksa Ksa KBS Kss | Ds
Onde:

« K¢ a matriz de rigidez da viga.

g Fg e o vetor global de forcas externas que atuam em cada grau
de liberdade da viga.

g Dg e o vetor global de deslocamentos que atuam em cada

grau de liberdade da viga. i
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

EXEMPLOS RIGIDEZ EM VIGAS

-
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

~Montea matriz de rigidez de umaviga que é composta por trés elementos. Os seus nos,
elementos e graus de liberdade ja foram numerados, conformea Figura.

Cada elemento ou

barra da viga tem 4 p () Graus de liberdade
graus de liberdade \
portanto a matrizde @ ST T~ ¥
cada elemento sera 4X4 y : @
i A S L S i
B1] 22 3] 29

@ @ @ @

As matrizes de rigidez de dada elemento |§ foram calculadas e
sao dadas por:

dy a, a5 ay b, b, b b, Ci1 Gz Cig Cyg
k — Ay Gy Gy Gy k — by by, by by k — Ca1 Cp Cy Cyy
1 A3 Gy Gy Gy ‘ by, by, by by, ’ Car Cap Cgy Cyy
A Gy 943 Ay by by, by by Car Cap Cu3 Cuy

=
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

a elemento ira contribuir nas posicoes referentes aos graus de liberdade dos nés inicial
e final deste elemento.

0 W~

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

0 a viga possui oito graus de liberdade, a matriz de rigidez da viga tera dimensao 8x8.

Para montar a matriz de rigidez K da viga, basta fazer a contribui-
Ccao da matriz de rigidez de cada elemento nas posicoes adeguadas:

- 2 3 4 5 6 7 8
a +b B 0 a_ T{“ b 0 1
a +b a +b b 0 a, ‘ b 0 2
. b, b,+c, |c, 0 0 +cN ¢, 3
o 0 0 G:E“\ c, 0 0 c, c, 4
a, a, @‘ 0 a a, 0 0 9
a a 0 0 a, a, 0 0 6
3 b, b ,+c, [, 0 0 b, +c, » 7
0 c, <0 0 e e— |8

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

matriz de rigidez K desse elemento é dada por:

=
p
==

2 13 14

=
o)

22 3

>
>
==
>

3 32 33 34

>
>
p
>

41 42 43 44

Assinale a alternativa que contém os valores corretos dos elementos Kz,
K. e Kiada matriz de rigidez desse elemento.

Wk, =15-10% k, =-0,75-10" e k,, = 410"

o) k, =—0,75-10*, k,, =—0,75-10" e k,, = 2-10".
c) k,=0,75-10", k,, =2-10" e k,, = 4-10"

d) k,=4-10*, k,, =0,75-10" e k,, =—15-10"_

e) k,, =—4-10*, k,, =2-10* e k, =4-10*.

s =

4
m elemento de uma viga possui 4 metros de comprimentoe E | =4x10 kN.m:. A

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Como ja tinhamos visto anteriormente, temos para uma matriz 4X4 com as devidas
reacoes em cada extremidade ou no :

{ 1 12E -1 6E -1 12E-1 6E-I
3 2 3 2
o (k) ks bt Lot aer o
l1{21 kzz kz:a kzat L L - L? L
k — k-
12E -1 6E-I 12E - 6E - |
kﬂE k33 k3-4 B o o
L3 L2 L3 f2
k, k, ki, BE T 2E:1  BE-I| 4E-I
J - L2 L L2 L
Ki2=¢6.6) =6.4x1d = 2ax1d" = 1,5x10 KN
L2 42 16 Kaa= (a.6) = 4.4x10° = 16x10 = 4x10°KN
L 4 4
Kai=(12.6) =-12.4x1¢ = -48x10 = -075x10 KN
L3 43 64

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Dada a viga abaixo, monte a matriz de rigidez da mesma :

10 kN
v
)
— - —
=
@2 °
I

T Q8=

L@@?ﬂ

3m 2 m

¥
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

PORTICOS

-
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Andlise matricial de porticos
Paraa analise matricial de podrticos, devemos definir a matriz de rigidez de um elemento
de portico, para o qual levamos em consideracao a rigidez axial, a rigidez ao cisalhamento

e a rigidez a flexao.
Dessa forma, sao trés os deslocamentos e forgas possiveis em cada extremidade dos

elementos, conforme a Figura4.10.

tr ;
g
M.rﬁ(g'f'7 —7x’
f
ﬁfﬁf rdr
e
Y, >

ilJ' _d_ﬂa-"‘ff
Vi i
e
mi
Pi

Figura4.10 | Forcas e deslocamentos nas extremidades de um
elemento de podrtico

.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

apresentado a seguir, resultando em uma matriz 6x6 para
considerar os seis deslocamentos possiveis no elemento:

Sy

S <+w3 <o+

0 0
12E.1 BE.
N L
6E.| 4E.
L’ L
0 0

12E.1 BE I
L L
6E.| 2E.
L’ L

0 0
12E.1 BE-|
- L L
6E.-|I 2E.|
L L
0 0
12E - | 6E
R - L
6E-I 4E.|
L’ L

—

S ~Q

-

Q

Sy

—

Sy

= f=k'd

atriz de rigidez do elemento de pdrtico é obtida pelos mesmos coeficientes de rigidez
ocais ja utilizados anteriormente. Nota- se que essa matriz é obtida pela superposicao das
matrizes de rigidez do elemento de barrada trelica e do elemento de viga, conforme

D

A
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omo nem todos os elementos de pdrticosao horizontais, devemos transformar essa
matriz de rigidez local do elemento ( k' ) na matriz de rigidez com relacdo ao sistema de
eixos global do elemento( k ), usando a matriz de transformacado T, que é obtida por meio
da decomposicao dos deslocamentos globais horizontal e

vertical nas direcdes axial e transversalem cada né do elemento, lembrando que as
rotacdes no sistemalocal ( f) e no sistema global ( f D ) sdo as mesmas. A Figura4.11
apresentaa decomposicao dos deslocamentos globais (Dix e Diy ) nas dire¢cdes axial ( di ) e
transversal ( ti ) do nd inicial de um elemento de poértico.

¥ ¥
Y, y,
.rfﬁxr D rﬁxr
e % e
___da-'"--_- -:m".ll .a—'-d—-
Dic.cosg —_ Dy.cosé \ | el
:; ﬁ &8 ” v ’} &
X
Di.senéy. — = Di Di.sené X

Figura4.11 | Decomposicao dos deslocamentos globais no nd inicial de um elemento
de poértico

A
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

¥ ¥
Yy v
s ) —7x
. Djy
Y
Di.cosd Diy.cos& 4
¢ & ; g Y &
Di.senéy. - ~ D Dy.sené X

d =D, -cosf+ Df.y -senf) t =-D,-senf + D!.y -cosf ¢, =D

Escrevendo na forma matricial, temos:
Uma vez obtida a matriz de rigidez

d, D, escrita no sistema de eixos global de

t Gsesnﬁﬂ 2§2g g g g g D;y cada elemento do portico, basta fazera
b, 0 0 1 0 0 0 D, contribuigdo dessas matrizes na matriz

d |1~ o 0 0 cosf send O D = d=1D de rigidez do podrtico, de maneira

rf 0 0 0 —senf cosf O D& analoga ao procedimento realizado para
f 0 0 0 0 0 1 fy astreligas e para as vigas. Também de

P D, maneira semelhante, sdo determinados

os deslocamentos desconhecidos e as

reaco i drtico.
Da mesma forma como apresentado no caso das barras de tre- eacdes de apoio do portico

lica, a matriz de rigidez do elemento escrita no sistema de eixos
global (k) € dada por:

k=Tk'T

=
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AULA 9

Processo de Cross




O procedimento de resolucao pelo Processo de Cross faz uso do Método
dos Deslocamentos e também pode ser chamado de Distribuicao de
Momentos. O motivo de usarmos este nome ficara claro ao longo desta
secao. O Processode Cross € um método iterativo de resolucao de
estruturas hiperestaticas. Isso significa que devemos repetir alguns ciclos
para chegar a solucao do problema. A cada ciclo, a resposta se aproxima
mais da solucdo exata. O momento em que se deve encerrar o processo
iterativo vai depender da precisao desejada, que é definida por meio do
critério de parada. Quanto mais passos forem realizados, maior sera a
precisao da resposta.
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As etapas que devem ser desenvolvidas para a utilizacao do Processo de Cross
sao relativamente simples e rapidas, o que o torna uma ferramenta
extremamente Util para a solucao de estruturas hiperestaticas mais simples,
como vigas. E é exatamente uma viga hiperestatica que vamos analisar utilizando
o processo de Cross para tracar o diagrama de momentos fletores da viga da
figura a seguir. Todas as barras da viga possuem E.l constante.

Figura4.13 | Viga

Fonte:

6 kMN/m

llllllllllllllllllllllllllll
AN B/\ CA

e Em T 3 e 5 M —— =

T

N

A
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O Processode Cross, também chamado de Distribuicio de Momentos, € um procedimento
que, assim como o Método da Rigidez, utiliza o Método dos Deslocamentos para a analise de
estruturas hiperestaticas, sejam elas vigas, porticos planos, grelhas ou até mesmo porticos
espaciais. No caso de vigas hiperestaticas, a aplicacao do Processo de Cross € bastanterapida e
pratica, como veremos nesta secao.

A ideia basica desse processo é a de que, como 0s nds de uma estrutura devem estar em
equilibrio, a soma dos momentos aplicados pelas extremidades das barras que chegam a um
no deve ser nula. O Processo de Cross € um método iterativo e, portanto, aproximado, e o
critério de parada do processo é definido pela precisao

desejada para a resposta.

Inicialmente, admite-se que todos os nds da estrutura estao fixos, ou seja, nao podem girar.
Dessa forma, sao obtidos os momentos de engastamento perfeito nas extremidades das
barras, provocados pelos carregamentos aplicados. Depois, a rotacdao de um dos nds da
estrutura é liberada, permitindo que ele gire e, desse modo, faca a distribuicao dos momentos
gue atuam nesse nO para as barrasadjacentes, em funcaoda rigidez de cada barra. Esse n6 é
novamente blogueado, liberando-se outro no para reiniciar o processo, que deve ser repetido
até que se atinja o critério de parada definido, quando todos os nds terao girado para a sua
posicao final. Com a finalizacao da distribuicao dos momentos, sao obtidos os momentos finais
nas extremidades de cada barra, o que permite determinar as reacdes de apoio e também
tracaros diagramas de momento fletor e forca cortante da estrutura.
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Convencaode sinais

Para o desenvolvimento do Processo de Cross, adotaremos a seguinte convenc¢ao
de sinais: momentos que atuam no sentido anti- horario sdo considerados
positivos, enquanto os momentos que atuam no sentido horario sdo negativos.
Por essa convencao, na Figura4.14, 0o momento na extremidade esquerda da
barra é positivo, enquanto o momento na extremidade direita da barra é
negativo.

T,
Ny "

sentido anti- horario Figura4.14 | Viga sentido horario

L
L
1

L
L

A
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Estruturas indeslocaveis

Estruturasindeslocaveis sao aquelas que nao apresentam deslocamento

lateral. Porticos que possuem algum mecanismo que impeca o deslocamento
lateral de seus nds, como, por exemplo, os contraventamentos, sao chamados de
porticos indeslocaveis.

Também consideraremos que as vigas sao estruturas indeslocaveis,
apresentando somente forga cortante e momento fletor ao longo da viga. Antes
de aplicar o Processo de Cross nesse tipo de estrutura, serao apresentadas
algumas definicoes.
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Momentos de engastamento perfeito (MEPs)

S3ao os momentos que aparecem nas extremidades de uma barra carregada, quando
essas extremidades estiverem fixas (engastadas). Esses momentos sao os mesmos
apresentados na Secao 2.3, quando foram chamados de reacdes de engastamento
perfeito. Na Figura4.15, sdo apresentados os MEPs para as duas situagdes mais comuns
de carregamentos.

Figura4.15 | Momentos de engastamento perfeito (MEPs)

Condicoes de Ft
b 3 B! .
contorno 3 : 3 2| A 3
Carregamento A B A B A B
q Mﬂ=—q'E
INERRERRRRRRRY 12 y .1 _g-l?
A+ “B 2 AT Tg My ==
—— L —A Maz—q.].z
P 2
i M’qz_p a“b P.a-b
A s ‘ 2] L ——P'a'b-{um My =— . (L+a)
2 A= Z 2.2
—a — h I M. — P.ab 21
Ii L 4| = o LE
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Coeficiente derigidez

Esse coeficientetambém ja foi apresentado na Sec¢ao 2.3 (coeficiente

de rigidez local). Vimos que, quando aplicamos um giro unitarioem uma
extremidade de uma barra e a extremidade oposta esta engastada, um momento
de de 4.£".7ar na extremidade em que o giro foi aplicado

L
para manter a configuracao deformadada barra, conforme a Figura4.16(a), para

uma viga de comprimento L. Esse é o valor do coeficientede rigidez (k) deuma
barra quando a extremidade oposta for engastada.

Uma outra situacao que nao foi apresentada na Se¢ao 2.3, mas o que ocorre com
frequéncia, é termos a extremidade oposta da barra articulada. Nesse caso, o

coeficiente de rigidez (k ) da barra é , conformea 3-E -/1.16(b), para
uma barra de comprimentoL. 1
4E| 3EI
I s T e
(a) (b)
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Fator de propagacao

Conforme vimos na Sec3o 2.3, na situacdo da Figura (a), um momento de de2-E-/
atuar na extremidade engastada da barra para que seja mantida a configuracao L
deformada correta dessa barra.

Perceba que esse momento é exatamente a metade do momento que atua na
extremidade oposta. Logo, quando a extremidade oposta da barra esta engastada,
existe um fator de propagacao de valor , que refa = 0,5 a parcelade

momento que foi“ propagada” de uma extremidade para a outra. Ja no caso da figura
(b) abaixo esse fator de propagacao nao existe, pois a extremidade oposta é articulada,
ou seja, nenhuma parcela de momento foi “propagada” para essa extremidade.

4El SEf
. \ .,
A Je=1 — F /6=1 At

(a) (b)

b
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Coeficiente de distribuicao

Quando um nd esta conectadoa N barrase um momento M é aplicado nesse nd, cada
barraira resistir a uma parcela desse momento, dependendo da rigidez da barra. Ou seja,
cada barra apresentara um momento resistente diferente, que é uma parcela do momento
total M no né, de forma que a soma dos momentos na

extremidade de todas as barras seja igual ao momento no nd, para manter o equilibrio.

A parcela do momento total resistida por uma barra é denominada de coeficiente de
distribuicaoe é calculada por:

Onde:
e k: coeficiente de rigidez da barra analisada.
e ki: coeficiente de rigidez de uma das n barras ligadas ao n6 da estrutura.

Assim, um né com, por exemplo, trés barras tera trés coeficientes de distribuicdo, sendo um
para cada barra conectadaa ele.

Com essas definicdes, podemos aplicar o Processo de Cross para resolver uma estrutura
hiperestatica, como, por exemplo, uma viga.
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

XEMPLO

Determine o momento em cada apoio da viga da Figura4.17, sabendo que todas as barras

possuem E.l constante. Como critério de parada do processo iterativo, considere que
momentos inferiores a 0,1 kN.m podem ser aproximados para zero.

Figura4.17 | Viga hiperestatica

8 kM

. mufimimuuu
oumn TN

F—2m——2m i-:::: 6 m el —

=
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS
eiramente, devemos determinar os MEPs ( momentos de engastamento perfeito) e os

coeficientes de rigidez de cada uma das trés barras que formam a viga. Essas barras foram
“isoladas e estaorepresentadas abaixo . Nota-se que, ao isolar as barras, os apoios
intermediarios sao tratados como engastes.

;l 2 kM/m
A _ E illl]lllllllllllllll% | D
A BF 1B ct 1T vy
—2m——2m— — [—3m —=
Fonte: elaborada pelo au
Ver figura 4.15.
= Trecho AB:
/
F‘ -a-b 8.2.2
M. = L+a : —BkN.m
P WE (L+a)=- 2.4 } -
K — 3-E.lI _ 3‘E‘!=D,T5-E-J’
A L 4 e .
\ xtremidade da barra
é articulada

.

pitagoras



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

3 kN/im
INRRRERRRERRRRR RNt
B Ck
6m —==|
 Trecho BC

Ver figura 2 2 q-L?

q-L* 3-6 M. = — —9kN.
4.15. T My === 9kNm °c T 12 "

P :4'5"':4.5';:0,67«5!

BC

L 6
\ Extremidade da barra

é engastada

v
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

D

ic é Nao tem carregamento
portantonao tem momento
r% 3m %1

e Trecho CD

3-E-1 3-E-|
[ — — —E-/
cD L 3

N

Extremidade da barra
é articulada

¥
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

m seguida, determinam-se os coeficientes de distribuicao dos nds com duas ou mais barras,
ou seja, dos nods intermedidrios B e C. Esses nds terdo um coeficiente de distribui¢do para
" cada barra que chega ao nd, ou seja, cada né terd dois coeficientes de distribuicao.

« No B

k 0,75-E-1I

AB

k +k_ 075E-1-067-E-1

AB BC

Taa

8 kM

3 kN/m

et o |y T,
VR S o

e T ik, 0.75-E-1+067-E-

|—Em i 2 m i i im |

« N&C

Ky 0,67-E-I

I BC

@k, +k, OB7-E-J+E-I

k.. .
L oo E-l 0.6

‘o T Yk 067T-EI+E-l

B CL

=
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

essa forma, parte-se para a distribuicio dos momentos utilizando o processo iterativo.

Paraorganizar o processo, desenha-se a viga indicando os coeficientes de distribuicao sobre
os nos intermediarios, conforme abaixo.

a

|
|
pa | o6 L
. = = At
-6 9 9
g
18 36 | 54
48
-2,54 | -2,26 -1,13
-1,13
0.23 045 | 069
D.23
012]-0.11 =D
8,66 | 8,65 6,08 | 6,08
3 66 £.08

S

A
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

baixo da viga sdao indicados os momentos de engastamento
perfeito ja calculados nas extremidades de cada barra. Na
sequéncia, é feita a distribuicdo de momentos, representada na
Figura 4.19. Essa distribuicao de momentos é feita somente nos nds
com duas ou mais barras, ou seja, somente nos nds intermediarios
(B eC).

0,53 | 0,47 04 0,6

Para tornar o processo iterativo mais rapido, devemos comecgar a
distribuicao de momentos pelo né mais desequilibrado, ou seja, o
né com maior valor de momento em modulo:
Momento total no né B: -6+9 =3kN.m
Momento total no né C: -9kN.m

Assim, o processo é iniciado pelo nd C-Primeiro, representa-se o
momento total no né dentro de um retangulo.

E
023, «— 045 ] 068

Depois, esse momento é distribuido para as barrasadjacentesao
nd, multiplicando-se o momento no nd pelo coeficiente de
distribuicao. Como estamos transmitindo o momento do nd para a
barra, nesse instante é necessario alterar o sinal do momento, pelo
principio da acdo e reacdo: Momento distribuido para a barraBC: 9
X 0,4 =3,6kN.m
Momento distribuido para a barra CD: 9 x 0,6 =5,4kN.m

8,66 | 8,66 5,08 | 6,00

3 66 6,08

A
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Em seguida, devemos fazer a propagacao
desses momentos de uma extremidade da
barra para a outra. ComonabarraCDa
extremidade D é articulada, nenhum
momento sera propagado para essa
extremidade.

Ja no caso da barra BC,como a extremidade
B é um no intermedidrio, considerado um
engaste, metade do momento é transmiti

equilibrio do n6 C esta concluido, o que é
representado desenhando-se uma linha
abaixo dos momentosdesse né .

O proximo passo consiste em fazer o

equilibrio do né B, que, ao recebero
momento de 1,8 kN.m do né C, passou a ter
um momento total de: -6+9+1,8=4,8kKN.m

) | 0,53 | 047 04 | 0,6 )
7AN ' AN FAN Ay
B | 9 9
9
> 18 <« 36 | 54
<48
254|226 —= 113
113
023 <«— 045|068
0,23
012011 —= =0
866 | 866 5,08 6,08
8.66 6,08

A
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O procedimentode equilibriodond B é exatamente o
mesmo descrito parao nd C, lembrando-se sempre de
trocar o sinal do momento noinstante de transmiti-lo
do nd paraa barra.Como ao final do processo de
equilibriodo né B houve uma propagacaodeum
momentode-1,13 kN.m parao né C, é necessario
equilibrarond C novamente. Como o né C recebeu
apenasum momento de -1,13 kN.m, este € 0 momento, g,0.47
total nondé que deve ser equilibrado, uma vez que os
momentos anterioresque atuamno nd C ja foram 0,45/2
equilibrados. Repetindo a distribuicao de momentos 0.23x0,53
por quatro vezes, chegamos ao final do processo
iterativo, ja que na ultima distribuicdo o momento
propagadodono B paraond Céinferiora0,1 kN.m,
qgue, pelo critério de parada definido, pode ser
aproximado parazero.

Para encontrar os momentos finais nas extremidades de
cada barra, basta somar os momentos detodas as
etapas do processo:

3,6/2

4,8x0,53

0,23x0,47

0,53

0,47 0,4 0,6

Note que os momentos que atuam nas
extremidades das barrasa esquerda e a direita
de um n6 devem possuir o mesmo maodulo,
porém sinais (sentidos) opostos. Isso garante
gue o nod esta em equilibrio, poisa somatodria

i) iy D,
£ g g 9x0,4
[ 9 ]
18 <«— 36754 9x0,6
[ 48 ] T | s
2254 "Lﬁ — = 1.13
1.13
] 023 “— 045 | 068 1,13x0,60
o023 |
0121 -011 —= = 1,13x0,40
-8.66 | 8,66 508 | 6,08 0,11/2
L 88 608 |

Direita da barra AB: -6-2,54-0,12=-8,66kN.m
EsquerdadabarraBC: 9+1,8-2,26+0,23-0,11=
8,66kN.m

Direita da barraBC: -9+3,6-1,13+0,45 =-6,08kN.m

Esquerda dabarra CD: 5,4+0,68 = 6,08kN.m

dos momentos é igual a zero. Essaé uma
maneira de conferir se nao foi cometido nenhum
erro no processo de distribuicao dos momentos.
Esses sdao 0s momentos nos apoios daviga, que
podem ser usados paratracar o diagramade
momentos fletores.
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Processo de Cross




ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Resoluc¢ao de vigas pelo processo de cross

Figura4.15 | Momentos de engastamento perfeito (MEPs)

Condicoes de Ft
E 3 p A
contormo 3 : 3 2, Pay ;
Carregamento A B A B A B
g MA=_Q'E
_ .9 _g-L?
UL 12 q-1* 12
Al ‘B 2 My = 3 My =— .
q-L
— S M, =—
L ¢ 12
P P.a.b*
l M"ﬂ':_ LE P-a-b p.a.b
_.Iﬂ| % E . Mﬂ=— _ '{L+bj E = — E LE -fL+-5‘.J
—a —} b | M. — P.abh 2-1< |
— L — BT /2
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

EXEMPLO

" Determine o diagrama de momentos fletores para a viga da Figura4.13.
Para definir guando terminar o processoiterativo, adotaremos como critério de parada que
momentos inferiores a 0,1 kN.m podem ser aproximados para zero.
Primeiramente, isolamos os trés trechos da viga, conforme a Figura 4.22, e determinamos os
momentos de engastamento perfeito e os coeficientes de rigidez de cada trecho:

6 KM/mM

llllllllllilllllllllllllllll
AN B/ /N

== 5 m T3 M e 5 m —==|

Figura4.22 | Trechos da viga analisada

A 6 kh/m B B 6tmwm C C 6 kMM
LI, JLL T L ﬁllllllmlljlllllju
N . .

== 5m =» e m ] e 5m —

=
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

 Trecho AB
2
M, — 85 _ _1875kNm K, _2E1 _p6.E.
8 5
e Trecho BC
6 -3° 4.E.]
M, = = 4,5kN.m M_ =—4,5kNm k =——=133-E-I
12 B¢ 3
e Trecho CD
6-5° 4.F .|
M, = =12,5kNm M, = -12,5kN.m k., =——=0,8-E-/
S

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

kAEl kgc . kBC k

F}E.q — ,.;r — Yo —
kﬁﬂ —I_ kBC B¢ k.ﬂB —I_ kBC kBC T kCD

‘cb —
kac T kcn

Os coeficientes de distribuicao dos nos B e C sao, entao, cal-
culados:

« N6 B
0,6-E-I 1,33-E-/
— * =0,31 7y = —— =0,69
T8a = 0 6.E- 11133 -E-/ '8 T 06.E.14133-E-1
« N6 C
1,33.E -/ 0.8-E-I
’ 0 ! :0,38

"]/ f— j— f—
6 133.E-/+0,8-E-/ Teo 1,33.E-1+0,8-E-I

A distribuicao de momentos e realizada, conforme a figura a seguir.

%

pitagoras



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Maior sa
modulo

diferenc:

Mutiplica pelos
coef. de di:

031 | 069 062 | 038 B
A A " 0,5do
momento
mAeM___ . 1875|450 450 12,50 1250 | dond
14.25 / anterior
_— 442983 —> 492°
12,92 | Somados3
/ 401 <« 801|491 — -2.‘35\ momentos
N 4,01
tribuicdo 124 [ 277 —> 139 \0,5)(4,91
1,39
043 <= -0,86_‘-0,53 —> 026
043
0131030 — 015
015
=0 <« 009|006 ->=0
12.96| 12,96 7.00] 7,00 15,21
12,9g 7,ooC 15,21 v
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' ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

PORTICOS NO PROCESSO DE
CROSS

-
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

" O procedimento para a resolucdo de pérticos hiperestaticos com nds indeslocaveis é
exatamente o mesmo apresentado para as vigas hiperestaticas. A Unica diferenca é
gue alguns nos de porticos

podem apresentar mais do que duas barras concorrentes.

Dessa forma, em um mesmo no pode haver mais do que dois coeficientes de
distribuicdo. O portico hiperestaticoda Figura 4.20 é indeslocavel, pois o engasteno
no E impede o deslocamento horizontal dos nds B e C.

Figura4.20 | Pdrtico hiperestaticoindeslocavel

B s 1 EE

AR AD

D

A
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Estruturas deslocaveis

ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Pararesolver estruturas deslocaveis (estruturas com deslocamentos laterais dos seus nos)
pelo Processo de Cross, aplicamos o Método dos Deslocamentos, considerando como
deslocabilidade apenas o deslocamento lateral de seus nés. Utilizando a superposicao de
efeitos, o portico deslocavel da Figura4.21 pode ser obtido pela soma de dois casos

basicos.

Assim, o diagrama de momentos fletores real da estrutura é dado por:

M =M, +M,D,

3 KM/m 3 KNIm

AL , JJHHHJH% R

15 kN 15 kN Bro

+

s SN m
Caso (0)

Figura4.21 | Portico hiperestatico deslocavel

Dy

Caso (1)

N

A
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Os diagramas de momentos fletores Moe M:1s3o obtidos aplicando- se o Processo de Cross
para os casos (0) e (1), respectivamente, da mesma maneira como ja explicado
anteriormente. Uma vez determinados esses diagramas de momentos fletores, também é
possivel encontraras reacdes de apoio dos casos (0) e (1), fazendo- se o equilibrio de cada
barra de forma isolada, como ja apresentado

na Sec¢ao 2.3. Assim, encontram-se as rea¢cdes de apoio b.oe Kizdos casos (0) e (1),
respectivamente.

Paraencontrar D., basta aplicar o mesmo conceito usado no Método dos Deslocamentos: o
no que possui as deslocabilidades deve estarem equilibrio. Assim, fazendo-se o equilibrio
das forcas horizontais no né com a deslocabilidade, temos a expressao a seguir, com a qual se
encontra o valor de D:.paradeterminar o diagrama de momentos fletores M da estrutura:

3 K. -D, =0

10 11 1
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XEMPLO

ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Um portico hiperestaticode uma industria esta submetido ao carregamento

indicado na figura a seguir. Todas as barras possuem E x| constante, determine os
momentos engastamento e os coeficientes de distribuicao do portico abaixo:

2 kN/m %l
RERRRRRRRERRRRRARRRRRNAY ‘ C
A ' L
E
7;,737 ¥
I am 2 m I 2 m I

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS
2 KM/m

3Hllllllllllllllllllllllh. A

A

Ver figura
4.15.

—

—

2
Ma=q./12=2. (5)/12= 4,17 KN.m

2 2
Mb=-q.L/12=-2.(5)/12=-4,17KN.m

KAB=4El/L= 4EI/5=0,8El

\ Extremidade da barra

é engastada

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

12 kM

Pz';b.(ub) =(12.2.2/2.16).(4+2)= 9KN.m

Ver figura Mb= -
4.15. _

KBC=3El /L= 3El/4=0,75El

\ Extremidade da barra

é engastada

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

KBC=3El/L= 3EI/3=EI

N

Extremidade da barra
é articulada

v
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

TRACADO DO DIAGRAMA DE FORCA
CORTANTE .



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

EXEMPLO

Trace o diagrama de forca cortante para a viga da Figura4.13.

uuummLTTf"Imuuum
PaN -J AN AN
f=———5m i am i 5 m

%
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

0,31 | 0,69 062 | 0,38 A
7% VAN K
-18.75| 4.50 450 | 12,50 12,50
14,25
4421983 — 492
12,92
401 < 801|491 —> -245
4,01
124 [ 277 —> 139
1.39
043 < 086]-053 —> -026
0,43
013]030 — 015
0.15
=0 <« 009|006 —>=0
- — [
12,96 12,96 7.00| 7,00 215,21

e

12,96 7.00 15.21 *
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' ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

Momentos mostrados na estrutura de acordo com o equilibrio dos nés:

L J???FWWHT\ ,/IN W\ 700 i TTl JHHM\
TAF BF'T TBF" CF'T TCF" DFT

1
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

6 KN/m

LTI 1295 mid Ty

+

Ta 6/

e Trecho AB
ZMA = U=>—6-5-2,5—12,96+By'-5= U=>By'= 17,59kN

ZFy =0=A -6:5+17,59=0=A =12,41kN

¥
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

12.96 kNm © KN/M 7 00 kNm

y L LT
s

F'y
Efﬂ CF'

e Trecho BC
ZMB =U:12,96—6«3«1,5—7+Cy'«3=U=>~CF'=7,U1KN

Z:FF =0=B,"-6-3+7,01=0= B, "=10,99kN

-
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

6 KN/m 15.21 kNm
g L0 KNm [LLTTTLILIATY
4 4
Cy" D,

¢« Trecho CD
ZMC =0 =>7—6*5~2,5—15,21+DF~5 =0 =>DF — 16,64 kN

> F=0=C,"6-5+16,64=0=C,"=13,36KkN

|
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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS

ReacOes verticais totais em Be C.

B =B '+B "= 2858kN C =C +C "=20,37kN
y y y y y y

Uma vez encontradas as reacdes de apoio verticais, podemos tracar o diagrama de forca
cortante, conformea Figura 4.26, obtido pelo Ftool, com os valores exatos. Assim, é possivel
determinar os pontosde cortante nula e encontrar os valores dos momentos fletores

Maximos.

Figura 4.26 | Diagrama de forca cortante (kN) (valores exatos pelo Ftool)

12.42 10.95 1227
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